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Organizacija: Udruzenje matemati¢ara ZDK, Federalno ministarstvo obrazovanja i nauke
Domacdin: Medresa “Osman ef. RedZzovi¢”, Cajangrad 69, Veliko Cajno 71300, Visoko

Info: umzdk2021@gmail.com

Lokacija odrzavanja prvog matematickog kampa za ucenike srednjih $kola ZDK:

: RAET
Zenica
; [M18 ]
Vares
EI E73 | AL K i
akanj i Olovo
Skradno SEI Dol
L olovi
% Donji
Busovaca Banjevac Bakici
Ajdinovici
L Medresa ;0sman Gornji
e ef. Redzovic Cevljanovici
Breza [M18 |
Visoko~ 2g]
Fojnica
( llijas
Kiseljak
Y Mokro
s | Vogosca
 M1E | : Sumbulovac
Kresevo Ra42 n

Sarajevo |

VI1soKo, 04.03. 2023. 1 05.03.2023. |



PRVI MATEMATICKI KAMP ZA UCENIKE SREDNJIH SKOLA ZDK

Pregled zaduZenja povodom prvog matematickog kampa za ucenike srednjih Skola ZDK:

ORGANIZACIONI ODBOR

1. prof. dr. Naida Biki¢, predsjednik
2. prof. Vehid Kurti¢, ¢lan

3. prof. Edina Kadri¢ Durmis, ¢lan
4. Narcisa Hadzajli¢, ¢lan

5. Amna Gacié, ¢lan

6. Lea Kokorovi¢, izrada biltena

KOMISIJA ZA PREDAVANJA | TESTOVE

1. prof. dr. Almir Huskanovié¢
2. prof. dr. Hermina Alajbegovi¢
3. Sejda Hadzi¢-Frljak, prof.

4. Sandra Gaji¢, prof.
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Raspored odrzavanja prvog matematickog kampa za uc¢enike srednjih $kola ZDK:
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Raspored predavanja na matemati¢ckom kampu za u¢enike srednjih $kola ZDK:

RASPORED PREDAVANJA

Brojevi,
djeljivost,

3
: Algebarski Razne Problemeki
. dokaazi

izrazi jednacine Tl

prof. dr. Almir

Sejda HadZi¢- prof. dr. Hermina Sandra Gajic,
Huskanovic f.

Frijak, prof. Alajbegovic prof.

- .-

Kvadratna

funkcija, Stepeni i Kompleksni Eksponencijaina

funkcija,

(ne)jednadibe korijeni brojevi (ne)jednadibe

Sandra Gajic, prof. dr. Almir Sejda Hadzic- prof. dr. Hermina
prof. y Huskanovic Frijak, prof. 1 Alajbegovic 4
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SPISAK UCESNIKA
| razred
R.br. Ime i prezime Mail adresa Opéina/Grad
1. AiSa Begovi¢ begovica5555@gmail.com Visoko
2. Vedad Cigija cisijadzenana@gmail.com Visoko
3. Lamija Cu¢uk cucukmelisa@gmail.com Visoko
4. Mak Karabeg makkarabeg@gmail.com Zenica
5. Emin Keci¢ eminkecic@gmail.com Visoko
6. Hamza Kevilj keviljhamza@gmail.com Kakanj
7. Una Kotorié¢ u.kotoric@gmail.com Op¢ina Maglaj
8. Malik Kovac kovacmalik1l0@gmail.com Breza
9. Lejla Liki¢ lejlalikic78@gmail.com Vare$ Majdan
10. | Najda Mulali¢ najdamulalicc@gmail.com Op¢ina Maglaj
11. Amina Omanovic¢ aminaaa.omanovic@gmail.com Visoko
12. | Merjem Sikirié merjem.sikiric@gmail.com Kakanj
13 Emina Topov¢ié eminatopovcic22@gmail .com Op¢ina Maglaj

-
B¢

Irma Tuki¢ tukicirmaa@gamil.com Op¢ina Tesanj
SPISAK UCESNIKA
Il razred
R.br. Ime i prezime Mail adresa Opcina/Grad

1. Sumeja Dervié¢ sumejadervic2005@gmail.com Vares

2. Umma Farah Drugovi¢ ummafarahdrugovic@gmail.com Zenica

3. Kerim Feti¢ kerimfetic@gmail.com Zenica

4. Sumeja Hasanspahié sumejahasanspahic@gmail.com Breza

5. Azemina Junuzovi¢ junuzovicazemina79@gmail.com Kakanj

6. Ilhana Kvaki¢ ilhana.kvakic@gmail.com Visoko

7. Medina Mehmedovié¢ medina.meh1512@gmail.com Visoko

8. Amela Smolo smolo.amela@gmail.com Visoko

9. Hasena Solak hasena.solak3003@gmail.com Breza

10. Nidal Abdurrahman Sahman | nidal.abdurrahman.sahman@tscze.ba | Busovaca

11. | Mario Santi¢ jirendared@hotmail.com Zenica
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SPISAK UCESNIKA
111 razred
R.br. Ime i prezime Mail adresa Op¢ina/Grad
1. Lamija Ali¢ aliclamija67@gmail.com Breza
2. Ajla Alijagi¢ alijagic.ajla7185@gmail.com Visoko
3. Iman Becirovi¢ imanbecircic20@gmail.com Op¢ina Zenica
4. Ajla Bjeli¢ bjelica006@gmail.com Zavidovici
5. Bakir Cajo cajo.bakirl@gmail.com Kakanj
6. | Tarik Cajo tarikcajo2000@gmail.com Kakanj
7. Lejla Fejzi¢ fejziclejla3d@gmail.com Zavidovici
8. Nadza Ganié nadzaganicl@gmail.com Visoko
9. Kanita Hadzi¢ kanitahadzic123@gmail.com Zavidovici
10. Adin Kovacevié adin.kovacevic56@gmail.com Zavidovici
11. Ramo Kozli¢ Ramokozlic62@gmail.com Nemila
12. Mugdin Krnji¢ mugdin.krnjic20@gmail.com Kakanj
13. Faris Mahovac fmahovac@gmail.com Zavidovici
14, Lejla Mehi¢ lejlanehic995@gmail.com Zenica
15. Osman Puscul osmanmatematicar@hotmail.com Visoko
16. Amina Sabanovié asabanovicc5@gmail.com Zenica
17. Muaz Sabanovié muaz.sabanovic77@gmail.com Visoko
18. | Haris Sabi¢ Sabicharis9@gmail.com Kakanj
19. Jusuf Zaimovi¢ zzjusuf@gmail.com Breza
SPISAK UCESNIKA
IV razred
R.br. Ime i prezime Mail adresa Op¢ina/Grad
1. Enis Adilovi¢ enis-adilovic@hotmail.com Visoko
2. Harun Bajramovi¢ harun.bajramovicvisoko@gmail.com | Visoko
3. Emin Begi¢ gichbee@gmail.com Visoko
4. Ajla Bukva bukvaajla2004@gmail.com Ilijas
5. Ismar Camdzi¢ ismarcamdzicl12@gmail.com Tesanj
6. Nejla Celebié nejla.celebic13@gmail.com Visoko
7. Fatih Duri¢ fatihduricl0@gmail.com Visoko
8. IIma Hindija hindijailma@gmail.com Visoko
9. Arnela Hodzi¢ arnela.hodzic@tscze.ba Busovaca
10. Davud Saki¢ davud.sakic@tscze.ba Zenica
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PRVI MATEMATICKI KAMP ZA UCENIKE SREDNJIH SKOLA ZDK

s JU Medresa "Qsman-ef. RedzZovic”
Veliko Cajno, Visoko UDRIZENJE MATEMATICARA

ZENICKO-DOBOJSKOG KANTONA

UDRUZENJE MATEMATICARA ZENICKO-DOBOJSKOG KANTONA

Matematicki kamp za ucenike srednjih Skola
Zenicko-dobojskog kantona

Visoko, 5. mart 2023. godine

TEST ZA UCENIKE I RAZREDA

1. Dokazati da 30 [n'°® —n” zasven € N.
2. Zakoje vrijednosti realnog parametra a jednac¢ina

a—>5 7+3a_ 2ax — 5
x+1 x—-2 x2—-x-2

nema rjesenja?

3. Tri traktora oru njivu. Ako prva dva traktora rade zajedno, treba im 15 dana da preoru cijelu
njivu. Prvi i tre¢i traktor preoru njivu radec¢i zajedno 8 dana, a sva tri traktora preoru njivu za
6 dana. Koliko dana svakom od traktora treba da samostalno preore cijelu njivu?

4. Ako je §+ % +% = 0, dokazati da je

b+c c+a a+b
+ + =

-3.
a b c

3k 3k 3k 3k 3k 3k 3k 3k 3k 3k 3k 3k 3k %k 3k 3k 3k %k %k >k 3k 3k 3k %k sk >k 5k 3k 3k %k %k >k 5k %k %k %k %k >k 5k 5k %k %k kk %k %k k kk

Svaki tacno uraden zadatak se boduje sa 10 bodova.
Izrada zadataka traje 105 minuta.
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PRVI MATEMATICKI KAMP ZA UCENIKE SREDNJIH SKOLA ZDK

s JU Medresa "Osman-ef. RedZovic¢”

Veliko Cajno, Visoko UORUZENJE MATEMATICARA
ZENCKO-DOBSKOGKANTIN

UDRUZENJE MATEMATICARA ZENICKO-DOBOJSKOG KANTONA

Matematicki kamp za ucenike srednjih Skola
Zenicko-dobojskog kantona

Visoko, 5. mart 2023. godine

TEST ZA UCENIKE Il RAZREDA

1. IzraCunati broj (i/8\/§ + 16 + \/\/§ + 1) : \/\/§ -1
2. Rijesiti jednaginu: 3 - 4% + 2+ 9¥+2 = 6 - 4¥+1 — 2. 9¥+1,

3. Odredite brojeve p i q, ako je poznato da je razlika korijena (rjeSenja) jednacine x% + px +
q = 0 jednaka 5, a razlika njihovih kubova 35.

4. Odrediti sve kompleksne brojeve z koji zadovoljavaju sistem uslove:

|z — 2i] = |z|
|z—i| =|z—-1]|.

3k 3k 3k 3k 3k 3k 3k 3k 3k 3k 3k 3k 3k %k 3k 3k 3k 3k %k >k 3k 3k 3k %k sk >k 5k 3k %k %k %k >k 5k %k %k %k %k >k 5k 5k %k %k k>k %k %k k kk

Svaki tacno uraden zadatak se boduje sa 10 bodova.
Izrada zadataka traje 105 minuta.
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PRVI MATEMATICKI KAMP ZA UCENIKE SREDNJIH SKOLA ZDK

s JU Medresa "Osman-ef. RedZovic¢”

Veliko Cajno, Visoko UORUZENJE NATEMATICARA
ZENCKO-DOBSKOGKANTIN

UDRUZENJE MATEMATICARA ZENICKO-DOBOJSKOG KANTONA

Matematicki kamp za ucenike srednjih Skola
Zenicko-dobojskog kantona

Visoko, 5. mart 2023. godine

TEST ZA UCENIKE Il RAZREDA

. IzraCunati broj A = logg\/g\/g — log%S\/g + log(\/§+1)(4 + 2\/§)
. Ako je cosa + cosf = %i sina +sinff = %, koliko je cos(a — )?

. Odrediti jednadzbu hiperbole, ako je udaljenost izmedu fokusa koji leze na osi x jednaka
2e = 10+/3, a jednadzbe asimptota suy = i%x. Izracunati povrSinu trougla OMN, kome

dvije stranice pripadaju asimptotama hiperbole, a treca stranica pravoj ¢ija je jednadzba x —
4 =0.

. Date su jednacine dvije paralelne stranice pravougaonika: 5x + 2y —7 =01 5x+ 2y —
36 = 0, i jednacina jedne dijagonale: 3x + 7y — 10 = 0. Odredi jednacine ostalih stranica
pravougaonika, druge dijagonale, i koordinate tjemena pravougaonika.

3k 3k 3k 3k 3k 3k 3k 3k 3k 3k 3k 3k 3k %k 3k 3k 3k 3k %k >k 3k 3k 3k %k 3k >k 5k 5k 3k %k %k >k 5k %k %k %k %k >k 5k 5k %k %k kk %k %k k kk

Svaki tacno uraden zadatak se boduje sa 10 bodova.
Izrada zadataka traje 105 minuta.
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PRVI MATEMATICKI KAMP ZA UCENIKE SREDNJIH SKOLA ZDK

s JU Medresa "Qsman-ef. RedzZovic”
Veliko Cajno, Visoko UDRUZENJE NATEMATICARA

ZENICKO-DOBOJSKOG KANTONA

UDRUZENJE MATEMATICARA ZENICKO-DOBOJSKOG KANTONA

Matematicki kamp za ucenike srednjih Skola
Zenicko-dobojskog kantona

Visoko, 5. mart 2023. godine

TEST ZA UCENIKE IV RAZREDA

. Dat je kvadrat CKME stranice a. Kroz vrh M tog kvadrata povucena je prava [ koja sijece
pravu CK u tacki A, a pravu CE u tacki B. Odrediti ugao pod kojim prava [ sijece pravu CK,
tako da povrsina trougla ABC bude minimalna.

. Dato je 10 skupina po 10 kuglica. U 9 skupina su kuglice teZine 10 grama, a u jednoj su nesto
lakse i teze 9 grama. Kako u jednom mjerenju na digitalnoj vagi odrediti u kojoj skupini se
nalaze lakSe kuglice?

. Neka su a4, a,, ... , a, realni brojevi, takvida je =1 < a; <0 (i = 1,2, ... ,n). Dokazati da za
svako neN vazi nejednakost:

14+a)@+ay)..A+a)=1+a,+a,+ ... +a,.

. Ako se Cetiri broja koja su ¢lanovi geometrijskog niza uvecaju, redom, za 5, 6, 9 i 15 dobijaju
se brojevi koji ¢ine aritmeticki niz. Odrediti te brojeve.

3k 3k 3k 3k 3k >k 3k 3k 3k 3k 3k 3k %k %k 3k 3k 3k 3k 3k 3k %k %k %k >k 3k 3k 3k 5%k %k %k >k 3k >k 3k 5%k 3%k >k %k %k >k 3k 3k >k 3%k 3k >k k k %k

Svaki tacno uraden zadatak se boduje sa 10 bodova.
Izrada zadataka traje 105 minuta.
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PRVI MATEMATICKI KAMP ZA UCENIKE SREDNJIH SKOLA ZDK

Moguca rjeSenja zadataka za | razred

1. Dokazati da 30|n'° —n” zasve n € N.
RjeSenje:

A=nY—n"=n"n2? -1 =n"n®*-1)1n°+1)
="M -1+ 1Dn*+1D*—n?+1)
=n"m-1D"*+n+1D)n+1DR*-—n+1DR*+1D)(n*—n?+1)

Ocito je da 6|4, jer je (n — 1)n(n + 1) proizvod 3 uzastopna prirodna broja, pa je on djeljiv sa
6.

Ostalo je jos da se dokaze da 5|A.
Ako je n = 5k, tvrdnja o¢ito vazi.
Ako jen = 5k + 1, tada 5|n — 1.
Ako jen = 5k + 2 ilin = 5k + 3, tada 5|n? + 1.

Ako jen = 5k + 4, tada 5|n + 1.

2. Za koje vrijednosti realnog parametra a jednacina

a—>5 7+3a_ 2ax —5
x+1 x—-2 x2—-x-2

nema rjeSenja?
Rjesenje:
Mnozenjem jednagine sa x?—x—2=(x+1)(x —2) nakon sredivanja se dobije
4(a+3)x=8-5a.
Za a=-3 je 8—5-(-3) =0 istoga za a=-3 jednaina nema rjeSenja.

Iz istih razloga x=-1 i X=2 ne mogu biti rjeSenja.

Uvrstimo li x=-1 dobivamo a =20, odnosno za X =2dobivamo a = —% )
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PRVI MATEMATICKI KAMP ZA UCENIKE SREDNJIH SKOLA ZDK |

Dakle, za ae{—3,—%,20} jednacina nema rjesenja, a ako je a € R {—3,—%,20} rjesSenje
: . 8—-5a
jednacine je X =

4(a+3)

3. Tri traktora oru njivu. Ako prva dva traktora rade zajedno, treba im 15 dana da preoru cijelu
njivu. Prvi i tre¢i traktor preoru njivu radeci zajedno 8 dana, a sva tri traktora preoru njivu za 6
dana. Koliko dana svakom od traktora treba da samostalno preore cijelu njivu?

RjesSenje:

Neka su a,b i ¢ redom brojevi dana potrebnih svakom od traktora da preore cijelu njivu sam. Oni
u jednom danu preoru redom a-ti dio njive, b-ti dio njive, odnosno c-ti dio njive.

Zato imamo sistem:
1
5

1

8

11,11
a b ¢ 6

Oduzmemo li od zadnje jednakosti prvu, dobijamo % = % — % = % , odnosno ¢ = 10.
Oduzmemo li od zadnje drugu, dobijemo % = % — % = 2—14 , odnosno b=24.

Konacno, uvrstavajuc¢i dobiveno u bilo koju od pocetnih jednakosti, dobivamo da je a = 40.

Dakle, da bi preorali njivu, prvom traktoru samom treba 40 dana, drugom 24, a tre¢em 10 dana.
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4. Ako je 1ilyli= 0, dokazati da je
a b c

b+c c+a a+b
+ + = -3.

a b c

Rjesenje:

Podimo od:

a+b=- i—b / ¢ (podijelimo sa c da bi napravili izraz iz zadatka)

a+b _ ab

c c?

Sli¢no ¢e biti:

b+c _  bc
a a?
ct+a ca
b b2

a b c

"2 pz ez (prosirimo ih redom sa a,b i ¢)

T s (izvu¢emo —abc)

- b 1 1 1 .. :
=-abc (E +ﬁ +C—3) (trazimo izraz u zagradi)
101 1

_+_:__/ 3

a b c O

1 1 1 1 1
eyt e rtrT s
1+1+3 1+1 _ 1

PERN T O Y Rl

1 1+3 1 _ 1

a® b3 ab( c)_ c3
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1. 1 3 1

a3 b3 abc 3

1,1 1 3

— +—+ — = —— (vratimo se u zadatak
a3 b3 c3 abc ( )

1 1 1
:-abc(5+ﬁ+;)

3
=-abc-—= -3
abc
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Mogucéa rjeSenja zadataka za Il razred

1. Izracunati broj (i/8\/§ +16 +VV5 + 1) V5 - 1.

Rjesenje:

(i/sx/§+ 16+\/\/§+ 1>-\/\/§— 1.= 6\/(8\/§+ 16)(V5 - 1)’ +\/(\/§+1)(\/§—1)

= 6\/(8\/§+ 16)(5V5-15+3V5—-1)+V5-1= 6\/(8\/§+16)(8\/§—16)+2
=%64-5-256+2=64+2=2+2=4.

2. Rijesiti jednaginu: 3 - 4% 4=+ 9%*2 = 6+ 4541 —~. gx+1,

Rjesenje:

32x+4

3.9, 2 _9.3.9%+2 _%32“2

3. 22)( + 32X+3 — 3 22X+3 _ %32X+2

3. 22X+l + 2 . 32X+3 — 3 22X+4 _32X+2
32X+2 + 2 . 32X+3 — 3 22X+4 _3 22)(+1
3 (9+54) = 2> (48-6)

32X+1 _ 22X+l

2x+1
S
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PRVI MATEMATICKI KAMP ZA UCENIKE SREDNJIH SKOLA ZDK

3. Odredite brojeve p i g, ako je poznato da je razlika korijena (rjeSenja) jednacine x? + px +
q = 0 jednaka 5, a razlika njihovih kubova 35.

Rjesenje:
Prema uvjetu zadatka (x; - x, =5 A x3 - x3 =35) = x2 +x,x, + x2 =7
Sada je:
1 1
q=x1 " X2 25[(36% +X1%, +x3) — (X1 — x2)2]=§(7—25):-6

pr=(x;+ x)2=(x; — x)2 +4x;x,=25-24=1=>p==%1

4. Odrediti sve kompleksne brojeve z koji zadovoljavaju sistem uslove:

|z = 2i] = |z|
|z —i| =|z—1].
Rjesenje:

Neka je z=a + bi.

z-2i=a+bi-2i=a+ilb-2) =|z-2i|=a?+ (b—2)2

z—i=a+bi—i=a+ilb-1)=z—il=a?+ (b—1)2

z—-1=a+bi-1=a-1+bi =)z-1= (a—1)2+ b2

Dakle:

JaZ+ (b—2)2 = Ja? + b?

Jaz+ (b—1)2 = (a—1)% + b2

Kvadrirajmo obe jednacine!
a’+ (b—2)%>= a®+ b?

a’+ (b—1)?= (a—1)% + b?

b? —4b + 4 = b>

—4b = —4
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b=1
Zamijenimo u drugu jednacinu:

a’?+ (b—1)?%2= (a—1)? + b2

a’+ (1-1)2= (a—1)?+1?
a’+ 0°=a*’—a+1+1

2a=2

Trazeni kompleksni broj je z =1 + 1.
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Mogucéa rjeSenja zadataka za Ill razred

1. IzraCunati broj A = log%ﬁ — log3\/§5\/§ + log(\/§+1)(4 + 2\/§)

Rjesenje:

1\ 2
— 2 log5\/_ 7\ 25
l0g5\/§\/§ = (logszV5) = l0g5 <I =

5
3 3

logs5V5 _logs52 3 9

log%S\/g 9s 9s T = % =

logsV/5 logs53 3 2

log(\/§+1)(4 + 2\/§) = log(\/g+1)(3 +1+ 2\/§) = log(\/g+1)(\/§ + 1)2 =2

. 25 9 15
paJeA—T—E+2 =

2. AKo je cosa + cosf = %i sina +sinff = i, koliko je cos(a — 8)?
Rjesenje:

o . y 1. . : 1 .
Kvadriranjem svake od jednacina: cosa + cos § = > 1 sina+ sinf = " dobijemo

1. . . . . 1
cos®a +2cosa cos B +cos* ff = ;| sin® @ +2 sina sin B +sin® B = =

Sabiranjem posljednje dvije jednakosti i primjenom trigonometrijskog identiteta dobije se:

5
2+ 2(cosacosf + sinasinf}) = —

16
=27

2cos(a—p) = ETS

27
cos(a —p) = 33
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3. Odrediti jednadzbu hiperbole, ako je udaljenost izmedu fokusa koji leze na osi x jednaka
2e = 10+/3, a jednadzbe asimptota suy = i%x. IzraCunati povrsinu trougla OMN, kome

dvije stranice pripadaju asimptotama hiperbole, a treca stranica pravoj ¢ija je jednadzba x —
4 =0.

RjeSenje:

Udaljenost izmedu fokusa je 2e =10v/3, gdje je e = Va2 + b2 (1 bod), odakle je a? + b? = 75
(*) (L bod).
Iz jednacina asimptotay = + Sx I zadanih jednacina asimptota y = + %x slijedi S = % (**)

Jednacine (*) i (**) ¢ine sistem, odakle je a>= 48 i b= 27 (1,5 bodova), pa jednacina hiperbole
glasi 9x»-16y» = 432.

Rjesavanjem sistema jednacinay = —%x ANy= %x Ax =4 (1 bod) dobijemo vrhove trougla
0(0,0), M(4,-3), N(4,3).

Iz formule za povrsinu trougla 2P = [x1(y2 - y3) + X2(y3- Y1) + X3(y1- y2)| (1 bod) imamo da je P
=12 kv. jed.

(A moze i ovako: u trouglu OMN osnovica [MN[=6 m.j. i visina h=4 m.j., pa je P = 12 kv. j.)

4. Date su jednacine dvije paralelne stranice pravougaonika: 5x + 2y —7 =01 5x+ 2y —
36 = 0, 1 jednacina jedne dijagonale: 3x + 7y — 10 = 0. Odredi jednacCine ostalih stranica
pravougaonika, druge dijagonale, i koordinate tjemena pravougaonika.

Rjesenje:

‘f \A _Cotvovoqéao_ g mnogougao A. B. C. D
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Presjec¢ne tacke dvaju paralnih pravih i prave kojoj pripada djiagonala sijeku se u tackama A i C:

Tacka A:

10 -7y
5x+2y=7 A3x+7y=10,x = 3
5. 2724 2y=7/3

50-35y+6y=21,y=1x=1

A=(11
Tacka C:

10 — 7y
Sx +2y =36 A 3x+7y =10,x = 3
5.2 4 29 =36/-3

3
50-35y+6y =108,y = —-2,x =8
C = (8,-2).

Koeficijenti pravca druge dvije prave kojima pripadaju stranice pravougaonika su isti i iznose %

jer su koeficijenti pravca datih paralelnih pravih — g Jedna prava odredena je tackom A i

koeficijentom pravca, a druga prava tackom C i koeficijentom pravca.
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Moguca rjeSenja zadataka za IV razred

1. Dat je kvadrat CKME stranice a. Kroz vrh M tog kvadrata povuéena je prava [ koja sijece
pravu CK u tacki A, a pravu CE u tacki B. Odrediti ugao pod kojim prava [ sijee pravu CK,
tako da povrsina trougla ABC bude minimalna.

RjeSenje:

Neka je AK = x i EB = y. O¢ito su trouglovi KAM i EMB sli¢ni, pa imamo proporciju:

a a?

—=—y=—
a y Y =%

Povrsina trougla ABC iznosi:

2
a
P=(x+a)(y+a)=xy+ax+ay+a2=a2+ax+a-7+a2
2 2 2
ax a3

>P=ad*+—-+—
T T

Posto je povrsina P funkcija koja zavisi od x i trazimo njen minimum, racunat ¢emo izvod:

a3

P,_a
T2 2x2
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i dalje imamo:
P=0=>x*=a’?>x=a(erjex>0ia>0).
n 3 - - " . .o . . . .
Kako je P = a—3 imamo da je P (a) = 1, §to znaci da funkcija P(x) dostize svoj minimum u
X
tactki x = a. Tadaje i y = a i ako je a traZeni ugao, imamo da je tg @ = 1, dakle a = 45°.
Napomena: Zadatak se moze rijesiti i bez izvoda, ako iskoristimo nejednakost:
(x—a)?>0=x%>+a®>2ax

3 2 2
ax a a(x®+ a*)
:P:“2+7+ﬂ=“2+(T2“2+“2=2“2

Znak jednakosti se postize za x = a, itd. kao u prvom nacinu.

2. Dato je 10 skupina po 10 kuglica. U 9 skupina su kuglice tezine 10 grama, a u jednoj su nesto
lakse 1 teze 9 grama. Kako u jednom mjerenju na digitalnoj vagi odrediti u kojoj skupini se
nalaze lakSe kuglice?

Rjesenje:

Iz prve kutije uzeti jednu kuglicu, iz druge dvije, iz trece tri kuglice i iz desete 10 kuglica I sve ih
zajedno izvagati. Ako je masa svih kuglica zajedno 549 grama, to znaci da su 54 kuglice iste
tezine od 10 grama i jedna od 9 grama pa su u prvoj kutiji lakse kuglice. Ako je masa 548 grama,
to znaci da su 53 kuglice po 10 grama i 2 po 9 grama, pa su lakse kuglice u drugoj kutiji. Sli¢cno
zakljucujemo ako je masa kuglica 547 grama i tako redom do 540 grama koliko najniza masa
moze biti.

3. Neka su a4, a,, ... ,a, realni brojevi, takvi da je —1 < a; < 0 (i = 1,2, ... ,n). Dokazati da za
svako neN vazi nejednakost:

14+a)@4+ay)..A+a,)=1+a,+a,+ ... +a,.

Rjesenje:

1° Za n=1 tvrdnja je tacna jer 1+a; = 1+a,
2° Pretpostavimo da je tvrdnja ta¢na za n =k, tj. da je (1+a;)(1+ay) ... (1+ay) > 1+ ay + a, +
.. + ag (*)
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Dokazimo da je tvrdnja tacna za n=k+1, tj. da je

(1+ay)(1+ay) ... (A+ar)A+age) =1+ ay +a, + ... +apt agyq

Mnozeéi obje strane nejednakosti (*) sa 1+ay, > 0 dobijemo:

(1+a1)(I+ay) ... (tap)(Itager) = 1+ ag +az + .+ ap)(I+ agqq), 4.
(Q+tay)(1+ay) ... (Itap)A+agy) = 1ta;+a,+ ... +aptag + a0t a5+ ...

tagagiq

Posto je suma a,ay 4 1+ta,ar4qt ... +arageq > 0, to je tacna tvrdnja za n=k+1.

Na osnovu principa matematicke indukcije tana je nejednakost koju je trebalo dokazati za svako
neN.

4. Ako se Cetiri broja koja su ¢lanovi geometrijskog niza uvecaju, redom, za 5, 6, 9 i 15 dobijaju
se brojevi koji ¢ine aritmeticki niz. Odrediti te brojeve.

Rjesenje:
GN: a4 a, as ay
l+5 1+6 149 l +15

AN: b1 b2 b3 b4,

bz = —b1;b3 =>2b2 = b1+ b3

b3: @ =>2b3: b2+ b4_

2(a2+6)= a1+5+a3+9

2(a3+9)= a2+6+a4+15

2(a2+6)= a1+5+a3+9

2(a3+9)= a2+6+a4+15
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2(a;q+6) = a; +a,q* + 14

2(a1q*+9) = a;q +a,q> + 21

2a,q+12 = a, + a,q* + 14

2a,q* + 18 = a;q + a,q® + 21

a; —2a,q+a,q* = -2

a;q —2a,q* +a;q°> = =3
\)

a;(1-2q+q*) = -2

a9 (1-2q+q¢*) = -3

. .. .1_3 —E
Dijeljenjem slijedi =3 =>q= -
9
a1(1—3+z)= -2
(5)= 2= w=-o
al 4 - al—

GN: -8, -12, -18, -27

AN:-3,-6,-9, -12
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PLASMAN UCENIKA NA TAKMICENJU

| razred Il razred Il razred IV razred
Vedad Cisija Amela Smolo Nadza Gani¢ Emin Begi¢
Malik Kovac IThana Kvaki¢ Osman Puscul Enis Adilovi¢
Merjem Sikiri¢ Medina Mehmedovi¢ | Iman Bec¢ir¢i¢ IIma Hindija

Slika 2. Nagradeni ucenici drugih razreda
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EERN = SRE : K
Al NIKE S [DN‘J[‘( ‘
L LA 7

Slika 4. Nagradeni ucenici cetvrtih razreda
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