KANTONALNO TAKMICENJE 1Z MATEMATIKE
ZA | RAZRED

ZADACI

1. lzraCunaj povrSinu figure ograniCene pravom
y=4 igrafikomy=[x+1 + [x-1].

2. Dokazatidaje 2!+ 5'2 slozen broj.
3. Nadi sva rieSenja jednacine y? —x? =4x +11 u skupu cijelih brojeva.

4. Postoji li trougao Cije visine iznose

a) 3,4,5 b) 1,237

Vrijeme predvideno za izradu zadataka je 120 minuta.
Dozvoljena je upotreba samo pribora za crtanje i pisanje.

Mnogo uspjeha u radu!

Kakanj, 22.03.2014.godine



KANTONALNO TAKMICENJE 1Z MATEMATIKE
Moguca rjeSenja zadataka za | razred

1. Grafik funkcije y=|x+ﬂ + |x—ﬂ ¢e imati tri grane

-2X, x< -1
y=< 2, -1sx<1
2%, x= 1

i gradit ¢e sa pravom y=4 jednakokraki trapez. Tjemena trapeza su tacke s koordinatama:
(-1,2);(1,2); (-2,4) i (2,4). Osnovice trapeza su 2 i 4 a visina trapeza duzine 2, pa je
povrsina trapeza

4+2 .
P= T-Z =6(kv. jed.)
2. Datiizraz 210 + 512 = (25+ 56)2-2.25"5% = (25 + 56)2 - 10° = (25 + 56 + 10°%) (2° + 5° -
10%).
Oba broja u zagradama su veca od 1, pa je dati broj slozen.

3. Jednadinu moZemo napisati u obliku y? — (x + 2)? = 7, odnosno u obliku (y — x — 2)(y + x +

2)=1.
Faktori broja 7 su: -7, -1, 1i 7. Imamo sljedeca Cetiri slu€aja:
1°y—-x-2=-7 t.x=1y=-4
y+x+2=-1
2% —-x—-2=-1 t.x=-5y=-4
y+x+2=-7
y-x-2=1 . x=1,y=4
y+x+2=7
4°y—x-2=7J} t.x=-5,y=4
y+Xx+2=

Dakle, skup rieSenja datejednaéineje{(1,-4); (-5,-4); (1,4); (-5,4)

, .. _ a-h, b-hy c-h
4. Iz poznatih formula za povrSinu trougla imamo: P = > = > = > ,a
odavde
a= 2—P ; b= 2-P X c= Z'—P.Sadaimamo
ha hb hc
2-p 2P 2P 2P T7-P_2P .
a) atb= + = + = > =c,tf.a+b>c.
a h, 3 4 6
Analognoa+c= 16'P>£=E:b;tj. a+ c>b;
15 4
P 2P 9.P_2.P

b+c= 5 + > 3 =a, tj. b + c>a. Dakle, ovakav trougao postoji.
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b) Imamo: a-= £:2P, b= Z'Pzp, c= £=2_P
h, h, h, 3
te
2-P _5-P . . L. . N
b+c=P+ = < 2P =a, tj. b+ c<a, §to znadi da trazeni trougao ne postoji.

3 3



KANTONALNO TAKMICENJE 1Z MATEMATIKE
ZA Il RAZRED

ZADACI

1. Odredi sve kompleksne brojeve z, takodavazi z—z =4 —2i — |z —i|.

2. U skupu realnih brojeva rijesiti jednadinu 22 + 2(_4 = 21 .
X°—4 X°+2X  X°—=2X

3. U AABC vrijediZABC =2 #ZBCA. Neka je BE (E €AC) simetrala £ ABC.
Dokazati da je AB?=AC-AE.

4. Odrediti sve prirodne brojeve n takve daje 32"*! - 4"+l +6™ prost bro.

Vrijeme predvideno za izradu zadataka je 120 minuta.
Dozvoljena je upotreba samo pribora za crtanje i pisanje.

Mnogo uspjeha u radu!

Kakanj, 22.03.2014.godine.



KANTONALNO TAKMICENJE IZ MATEMATIKE
Moguca rjeSenja zadataka za Il razred

1. Neka jez=x+yi,x,y€R;
Jednacina iz zadatka je ekvivalentna sa
2+ 1Di=4—-./x?+ (y—1)2. Posto je lijeva strana poslednje jednacine Ccisto
imaginarna, a desna realna poslednja jednacina je ekvivalentna sa
20+ 1)i=0=4—x2+(y—1)2 , tj. sa y=—-1 A x*+4=16ex*=12&
xe{—2+/3, 2+/3}. Dakle, rje3enje zadatka je ze{—2v3 — i,2v3 — i}

2. Jednacina nije definisana ako je xe {2,0,2 }

Zax;t{-Z,O,Z}vaZi 22 + §_4 = 21 S22&X+(X=4)X-2)=x+2 <
X°—4 X°+2x X" -2X

<> x2—5x +6 = 0. RjeSenja ove jednacine su x1=2i x2=3.
Medutim, kako jednacina nije definisana za x=2, jedino rieSenje je x=3.

3. Kako je ZBEA spoljasnji u ABCE, slijedi Z£BEA= ZEBC + ZBCE = ZABC, pa
je
AABC ~AABE (£/BEA= ZABCi ZABE = ZBCA), pa je

E=£,tj_ﬁ2 = AC - AE
AE AB

4. 32n+1_4n+1 +6n©32n+1_4_22n+ 2n_3n<:>3_32n_3_22n_22n+2n_3n<:>

&3 (32" —227) + 27(3" — 2") =3 (3" — 2M)(3" + 2M) + 2"(3" — 2M) =
& (3" =233+ 2M) +2") < (3" — 2V (3L 4+ 32" + 2" > (31 —
213" 4+ 42" &

P (371 _ Zn)(3n+1 + 2n+2)_

Da bi dobiveni proizvod bio prost broj jedan od faktora mora biti jednak jedan.
Ocito je 3™*1 + 2"*2yveéi od jedan pa mora biti 3" — 2" = 1. Ako je n = 2 onda je
3" —2" > 1. Zan = 1 vrijedi 3" — 2™ = 1, a promatrani broj jednak je 17. Pa je

(3n _ Zn)(3n+1 + 2n+2)
3-2)(9+8)=1-17. Zato je jedino
rieSenje n = 1.



KANTONALNO TAKMICENJE 1Z MATEMATIKE
ZA lll RAZRED

ZADACI

1. U trouglu ABC vrijedi ZABC = 2- ZBAC . Dokazati da je [AC|< 2-[BC|

1

2. Rijesite jednadinu  logs (5x+125):|ogsa+1+2i.
X

3. Akoje cosa+cosff == 1 sina+sinf = %, koliko je cos(a — f)?

N |-

4. Dokazati da udaljenost presje¢nih tacaka bilo koje tangente elipse s koordinatnim
osama nije manja od zbira njenih poluosa.

Vrijeme predvideno za izradu zadataka je 120 minuta.
Dozvoljena je upotreba samo pribora za crtanje i pisanje.

Mnogo uspjeha u radu!

Kakanj, 22.03.2014.godine



KANTONALNO TAKMICENJE 1Z MATEMATIKE
Moguca rjeSenja zadataka za lll razred

1. Prvo rieSenje: Neka je ZBAC =ai LABC = 2a.

B D )
Neka je D tacka na polupravoj AB takva da je ‘ﬁ‘: ‘E‘ Tada je ABCD jednakokraki i
ZCDB = ZBCD . Kako je zbir tih uglova jednak vanjskom uglu ZABC = 2q, slijedi

Z/CDB = ZBAC = a. Uoc¢imo da je AADC jednakokraki, pa je ‘ﬁ‘ = ‘E‘

Primijenimo nejednakost trougla na ABCD imamo ‘Cﬁ‘<‘ﬁ‘ + ‘@‘ ‘E‘< 2 ‘ﬁ‘ Sto je
trebalo dokazati.

Drugo rie$enje: Oznadimo ‘%‘ =a, ‘E‘z bi ZBAC = a te ZABC =B. Iz sinusne teoreme

vrijedi:
sin g . - , . . ,

b =— -a. Prema tvrdnji zadatka B = 2a pa vrijedi da je sinf = sin2a = 2-sina-cosa.
Sina

Uvrstavanjem u predhodnu jednakost dobijemo b =2a-cosa. Bududéi da je cosa < 1, slijedi
b< 2a. Nije moguce da bude b = 2a jer bi u tom slu€aju vrijedilo a =90°i 8 = 180°.

2. Dp.x#0

1 1

logs (5; +125) = logs 6 +1+2i & logs (5; +125) =logs 6 + logs5
X

1+i
o

1

1+—

(logsx =1+ ZL <5 -y y>0) D.p. zadatka x>0
X 1

1 1+l 1 1 1

1
- _ - l+7 - P
< logs (5% +125) = logs(6-5 #*)<=>5*+125=6'5 > < ...<5% - 30-5%% +125 =0.
1 1
1 = 1
Uvedimo smjenu5® =t. 2--30t+125=0,..,t,=5,t,=25;5% =5, ..., x;=

2
S =25, .., X2= 1 Dakle data jednacina ima dva rjeSenja koja zadovoljavaju d.p.: X1 = 5
_ 1
| Xo= Z .

3. Kvadriranjem svake od jednacina: cosa + cosf8 =% i sina+sinf = % dobijemo

cos?a + 2cosa cosf + cos?f = i i sina +2 sinasinf +sin?p = 116.
Sabiranjem poslednje dvije jednakosti i primjenom trigonometrijskog identiteta dobije

se .

2+ 2(cosacosf + sinasinf) = %; oy 2cos(a—pf) = _1—267; wgcos(a—p) = -z,
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4. Neka je zadana elipsa b? x? + a?y? = a®b? i njena tangenta
t: b%xx; + a’yy, = a®b? utacki T(x,y1).
2 2
Tangenta sijeCe koordinatne ose u tackama M (Z—, 0) iN(O, z—), a udaljenost sjecidta M i N
1 1

. a* b*
jed= | = + - Y
X1 Y1

T(x1,y4)

_—_—”’//////// M
i

2
Posto tacka T pripada elipsi, slijedi daje  b2x2 + a?y? = a?b? . ;‘—; +2=1.
Sada imamo :

A Aol

—
N

4 4 2 2 4 2 4 2
+5) (E+L)=a?+p? + S U+ L T =a? 4 p2 4
1

b
d>=d*-1 ::( o2 2 2 2
yi a b xi b y

HRNI 8

3,,2 3,2
tab- (58 +25) 2 a2+ b7+ 2ab = (a +b)* (erjel+222wv>0) >d2a +b.

b3x? a3y?



KANTONALNO TAKMICENJE 1Z MATEMATIKE
ZA IV RAZRED

ZADACI

1. Jedan je uCenik na tabli napisao paran broj. Nakon toga je jednog za drugim
napisao joS dvanaest brojeva tako da je svaki broj za 5 veci od kvadrata
predhodno napisanog broja. Odrediti kojom cifrom moZze zavrsiti poslednji
napisani broj.

2. Zbir tre€eg i sedmog €lana aritmeti¢kog niza je 46, a odnos (razmjera) drugog
i Sestog Clana je 2 : 7. Koliko Clanova progresije daje zbir 1575.

3. Dokazati da za svaki prirodan broj n vrijedi jednakost

1 1 1 1 1 1 1
1__+__..._|_ ——=——|——+...+_.
2 3 2n—1 2n n+1 n+2 2n

4. Neka je ABC trougao u kojem je najduza stranica BC a ugao BCA tri puta vedi
od ugla ABC. Simetrala vanjskog ugla kod vrha A sijeCe pravu BC u tacki Ao, a

simetrala vanjskog ugla kod vrha B sijece pravu AC u tagki Bo. Ako je|AA,| =[BB,|
odredi uglove datog trougla.

Vrijeme predvideno za izradu zadataka je 120 minuta.
Dozvoljena je upotreba samo pribora za crtanje i pisanje.

Mnogo uspjeha u radu!

Kakanj, 22.03.2014.godine



KANTONALNO TAKMICENJE IZ MATEMATIKE
Moguca rjeSenja zadataka za IV razred

1. Prvo rieSenje: Kvadrat parnog prirodnog broja zavrSava cifrom 0, 4 ili 6. Kad
takvom broju dodamo 5, zadnja cifra je 5,9 ilil. Zato drugi napisani broj na tabli
zavr$ava jednom od cifara 1,5,9. Kvadrat takvog broja zavrSava cifrom 1ili 5, a
nakon uvecanja za 5 sa 6 ili 0.0vaj nacin razmisljanja moZemo nastaviti i vidimo
da su nakon drugog, Cetvrtog, Sestog, osmog i desetog koraka moguce zadnje
cifre 0 ili 6, a nakon treceg, petog, sedmog, devetog i jedanaestog koraka
moguce su zadnje cifre 1 ili 5. Nakon dvanaestog koraka, dobit ¢e se broj koji
zavrSava cifrom 0 ili 6.

Drugo rieSenje: Ako na pocetku napisani broj zavrSava sa 0, onda ¢e u sljede¢em
koraku zavrsiti sa 5 (02 + 5 = 5, pa onda opet sa 0 (52 + 5 = 30) i to ¢e se periodi¢no
ponavljati. Nakon 12 koraka broj ¢e zavrsiti sa 0. Ako na poCetku napisani broj
zavr$ava sa 4 ili 6, onda ¢e u slijede¢em koraku zavr8avatisa 1(42 + 5 = 21,62 +5 =
41), pa onda opet sa 6(12 + 5 = 6) a to ¢e se takode periodi¢no ponavljati. Nakon 12
koraka ostat ¢e broj koji zavrSava sa 6.

Ako na pocetku napisani broj zavrSava sa 2 ili 8, onda ¢e u sljede¢em koraku zavrsiti
9(22+5=09,82+5=69), paondasa6 (92 +5 = 86), pa opet sa 1, 6 itd. Nakon 12
koraka opet nam ostaje broj koji zavrSava sa 6. Dakle, na kraju se moze napisati broj
koji zavrSava cifrom 0 ili 6.

2. Prema uslovu zadatka as +a7 = (a1 +2d) + (a1 +5d) = 46, tj. a1 +4d = 23.

az:as=2:7,1. (a1 +d): (a1 + 5d) = 2:7, Sto kad se oslobodimo proporcije daje 7(a1
+d) =2 (a1 + 5d), tj. 3d = 5ai1. RjeSavanjem ovog sistema po aii d dobijemo a1 =3,
d =5. Suma

Sn=n-3 + @ -5 1575=3n + @ -5 daje kvadratnu jednacinu

5n% +n-3150 = 0.
D . .. 126 . y .
RjeSenje ove kvadratne jednacine su ni=- s i n2 = 25. Kako broj ¢lanova niza

mora biti pozitivan cio broj rieSenje ni = - %Sotpada, tj. potrebno je sabrati n =25

¢lanova niza da bi se dobila suma 1575.



3. Zadanu jednakost dokazimo matematickom indukcijom. Provjerimo tvrdnju za n=
1

1—% = i = % = % . Baza indukcije je zadovoljena. Pretpostavimo da zadana
jednakost vrijedi za neki proizvoljan prirodan broj n te dokazimo da vrijedi za

njegovog sljedbenika n + 1.

(1__1_F1._.n + 1 —-j;)-F 1 — 1 ::(_1_4__1_.+...+_j;)4_ 1
) 2 3 2n-1 2n 2n+1 2n+2 n+1 n+2 2n 2n+1
__2n+2:
= S (o — )= -4+
n+2 2n  2n+1 n+1 2n+2 n+2 2n = 2n+1 2(n+1) n+2
IR + —— - Time je pokazano da tvrdnja vrijedi za n+1, a tada i za svaki

2n  2n+1 . 2n+2
prirodan broj n.

4. Oznacimo ugao ABC =f tada je ugao BCA=3. Ugao BABo je vanjski ugao uz A pa
je ugao BABo=43.  Zato je ugao A.AC = 2f3. Ugao BCA je vanjski ugao trougla
ACA, pa vrijedi

ZAA C=2/BCA-ZA/AC=3B-2B =B.

Bo




PrimjeCujemo da je A ABAo jednakokraki jer je ZA = «B = .Zato vrijedi ‘E‘:
[AA,

. Prema uslovu zadatka \Ke
Z/BAB,= #ZBB_A. Posto je
ZBAB, = 43, treci ugao tog trougla je
(" Z/ABB,=180° - 2 /BAB,_ = 180° — 8.
No ujedno je ugao ZABB, polovica vanjskog ugla uz vrh B, pa je

(*)  ZABB,=90° - g

zato je AABB, jednakokraki i vrijedi

Dakle vrijedi 180° -8B = 90° - g fj. B = 12°. ~B=12°, /C =36° ,A=132°.



