XXI KANTONALNO TAKMICENIJE IZ MATEMATIKE
za ucenike srednjih Skola

ZENICKO-DOBOJSKI KANTON
Ministarstvo za obrazovanje, nauku, kulturu i sport
Pedagoski zavod Zenica

B

KANTONALNO TAKMICENJE I1Z MATEMATIKE
ZA | RAZRED

Na stranicama trougla ABC konstruisani su polukrugovi ¢ije su povrsine jednake: 9
16 7, 25 . Kolika je povrsina trougla ABC?

(27b)

Neka je a cio broj. Naci sva cjelobrojna rjesenja jednacine
3x-1+ax-2=2a+5-x .

(30b)
Nekasu a i b realni brojevi za koje vazi a® —3ab? =8 i b®—3a’h=+/61.
Izradunati a®+b?. (18b)

: : . 1

Nacrtaj grafik funkcije y = 5 (x+1=[x-1)) .

(25b)

Vrijeme predvideno za izradu zadataka je 120 minuta.
Dozvoljena je upotreba samo pribora za crtanje i pisanje.
Rjesenje svakog zadatka kratko 1 jasno obrazloZiti.

Mnogo uspjeha u radu!

Dodatni zadatak za prvi razred:

1.

Za realne brojeve a,b,c koji nisu jednaki nuli, vrijedi a+b+c=0. Koliko je
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KANTONALNO TAKMICENJE I1Z MATEMATIKE
ZA Il RAZRED

=

Data je kvadratna jednacina po X
2kx? —2(k* +1)x—k*-1=0 (ke N,xeR).
Dokazati da su korijeni date jednacine uvijek iracionalni brojevi.

(28b)
+) 96
2. IzraCunati imaginarni dio broja _(1; ) TR
2(L+1D)™ +(@-1)
(18b)
P . 2x* — 45
3. Odrediti najmanju i najvecu vrijednost funkcije f(X)=————.
+ X
(24b)
4. Rijesiti jednac¢inu: log,(3* —1)-log, (3** -9)+3=0
3
u skupu realnih brojeva.
(30b)

Vrijeme predvideno za izradu zadataka je 120 minuta.
Dozvoljena je upotreba samo pribora za crtanje i pisanje.
Rjesenje svakog zadatka kratko 1 jasno obrazloZiti.

Mnogo uspjeha u radu!

Dodatni zadaci za drugi razred:

1. Rije§itijednaéinu:1— L = CH .
X X+3 X+2 Xx+5

2. Odrediti sve kompleksne brojeve z takve da je
2(l+1)z* —4(2-1)z-5-3i=0.

Zenica, 02.04.2016.
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KANTONALNO TAKMICENJE I1Z MATEMATIKE
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X . X
5c0s——-3sin— 15 . y

1. Akoje X2 i:- xe(0,7), kolikojetg 2
35in5+2cosE 4

(18b)
2. U trouglu ABC duzine stranica iznose: ‘E‘ =7, ‘E‘ =8 ‘E‘ =9. Tacka D nalazi se

na stranici AC tako da je ZCBD = 45°. Odrediti duzinu ‘E‘ i omjer povrsina trouglova
ABC i DBC.

(29Db)
3. Ako su x iy prirodni brojevi takvi da vrijedi: 4*% +4Y** < 2**¥*' Dokazati da je zbir
2 + 27 djeljiv sa 34.
(22Db)
4. Prava koja prolazi kroz koordinatni poéetak O sijeCe prave: x +y—4=0 ix-y-4=0
redom u tackama A i B. Odrediti geometrijsko mjesto sredina M duzi AB, kad prava AB
rotira oko tacke O.

(31b)

Vrijeme predvideno za izradu zadataka je 120 minuta.
Dozvoljena je upotreba samo pribora za crtanje i pisanje.
RjesSenje svakog zadatka kratko 1 jasno obrazloZiti.

Mnogo uspjeha u radu!
Dodatni zadaci za treéi razred:
1. Ako su kraci trapeza medusobno normalni , dokazati da zbir kvadrata duzine njegovih
dijagonala jednak zbiru kvadrata duzina njegovih paralelnih stranica.
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KANTONALNO TAKMICENJE I1Z MATEMATIKE
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1. Komad papira ima oblik jednakostrani¢nog trougla ABC, d(AB) =15.Tacku A
prevalimo u tatku D na BC za koju je d (@) = 3. Papir spljostimo i time nastaje pregib

EF, gdje je E na AB, F na AC.Kolika je duzina tog pregiba?
(22Db)

2. Suma prvih n ¢lanova jednog niza data je izrazom: S, =9,5n* —89,5n.
a) Dokazati da je taj niz aritmeticki;
b) U tom nizu postoji jedan ¢lan koji je jednak dvostrukoj sumi svih predhodnih
¢lanova. Nac¢i taj ¢lan.
(27b)
3. Matemati¢kom indukcijom dokazati da je broj 5" +26-5" +8>"*" djeljiv sa 59 za svaki
prirodan broj n.
(20)

4. U krug je upisan trapez, kome je vec€a osnova precnik datog kruga. Odrediti uglove
trapeza tako da povrsina trapeza bude najveca.

(31b)

Vrijeme predvideno za izradu zadataka je 120 minuta.
Dozvoljena je upotreba samo pribora za crtanje i pisanje.
Rjesenje svakog zadatka kratko 1 jasno obrazloZiti.

Mnogo uspjeha u radu!

Dodatni zadatak za ¢etvrti razred:

x? -1

2

1. Nekaje y=

realna funkcija jedne realne promjenljive. Dokazati da ona nema

vrijednosti izmedu% i1

12
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Mogucéa rjeSenja za | razred:

2

1. Vrijedi sljedece: P, =97 = h o7 Ir=r = 3-42 = a=6.2 (5b)

ry-

P, =167 = -2 =167 =T1,=4-42 =b=8V2 (5h)

2

P, =257 = 2 % 257 =1, =5.42 = c =102 (5h)

a+b+c

=124/2 (3b),

Iz Heronove formule slijedi: s =

P= \/s ‘(s—a)-(s—b)-(s—c) =...=/2304 = 48kv. jed. (9b)
Napomena:Ako se uoci da je trougao pravougli imamo:
a? +b? =72+128=200= (10v2)* =¢?

Povrs$inu mozemo izracunati po formuli P = a7-b =...=48kv. jed. (27b)

2. Imamo:|x -1 ={ x-1 zax >1;- (x-1) zax <1} a [x— 2| ={ X-2 za x >2; - (x-2), X
<2}

Razlikujemo sljedece slucajeve:

Prvi slucaj: x<1
= -3(x-1)-a(x-2)=2a+5-x< -3x+3—-ax+2a=2a+5-x . < x:—%;(a;t—Z)
a+

Sa+22=>a+2e{l-12-2}=>ae{1-30,4} =>xe{-22-11} tj. xe{-2,-1} zbog

uslova x<1. (15b)
Drugi slucaj:

X e [1,2):>3(x—1)—a(x—2) =2a+5-x<=3x-3-ax+2a=2a+5-x<=.. o x=—i4;(a¢4)
a_
—a-48=a-4e{l-12,-24,-48-8}=ac{536,28012-4}= xe{-88-44-22-11]
Tj. x=1zbog uslova x€[1,2)  (7b)
Tredi sludaj: xe[2,+ )= 3(x-)+a(x-2)=2a+5-x <= ..o x(@+4) =4@+4)-8<
o x=4- %; (a#-4)=>a+d8=a+defl-12-24-48-8}=ac{-3-5-2-6,0-84-12
+

ondajetj. xe{-412,082,635}tj. xe{2,356,812} zbog x[2+ ). (7b)
Iz ova tri slu¢aja imamo ukupno devet rjeSenja X € {— 2,—1,1,2,3,5,6,8,12} . (1b) (30b)

3. (@*+b*)?*=a’+3a'*+3a’h* +b® =a® —6a’b® +9a’b* +b°® —6a’h* +9a’b?
(a° —3ab?f +(b* —3a%b)’ (10b) Odnosno imamo (a? +b2)* =82 + (V61) =64+61=125
2

b2 =125= a® +b? =5. (8b) (18b)
13
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4. Uzimajuéi u obzir definiciju [x—1] i [x+1| (6b) imamo da je y=-12zax <-1 (5b);
y=xza -1<x<1(5b);y=1zax>1(5b).

vt

-li / 1 I1 x= (25b)

Dodatni zadatak za prvi razred:

2. Zarealne brojeve a,b,c koji nisu jednaki nuli, vrijedi a+b+c=0. Koliko je

a? b? c?
—t—+—7?
bc ac ab

Rjesenje: Ako je a+b+c=0,ondaje c=—(a+Db). Dati izraz svedimo na zajednicki
2 2 2

nazivnik i uvrstimo ¢ = —(a+b) . Dobijamo: a b .° .
bc ac ab
~at+bi+c® al+b’-(a+b)® (a+b)(@®—ab+b’)—(a+b)®  —3ab _3
abc —ab(a+b) —ab(a+b) T —ab
14
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Mogucéa rjeSenja za Il razred:

D =b? —4ac(5b) = D = [- 2k + 1) =42k - (k> —1) = D = 4(k? +1) - (k* +1+ 2k) =
= D=4-(k?+1)- (k +1)%(5h),

fi,2 2 )
te je \/B=2~(k+1)-\/k2—+1.(2b).slijediakoje‘/BEQZ> kK" +1eN(30)=k"+1=p",

(peN)Bb)= p? —k?=1=(p-Kk)(p+k)=1={p-k=Lp+k=1= p=Lk=0¢ N(6b)

Dakle \/B & Q = X;, X, su iracionalni brojevi (2b). (28b)
2. Lit==1i*=—,i*=1i° =i,..,i* =i,i® =1... &)
@+i)? =2i;(1—i)? = -2i
(1+ i)% ) (2|)48 B 248 o 248 .
20+ D)% +(@1-D% 2(20)* +(=20)* 2-2%.(-1)-2%-i 27 2%
2° A-i_ _8-(4-) 8i_32(10b) Imaginari dio zadanog kompleksnog broja j 8(3b)
. =— = . Imaginarni dio zadanog kompleksnog broja je —
221i 4+i 1641 17 : JIOMPEROs PR 17
(18b)
2x*> —45  2x* +18 63 63 L
3. f(X) = 91 %2 = 912 _9+X2 ZZ—W,XE R. f(X) :2-9+X2 . Sada zakljucujemo
da ¢e najmanja vrijednost funkcije f (X) biti ako razlomak 9 2 bude najveci, a on ¢e biti najveci ako je
+ X
2 ) = ) 2 ) i ) i 2'02 _45 )
9+ X najmanji, odnosno kada je X“ najmanje ato je za X = 0. Dakle imamo f (0) = “9i0f =-5 1.
+

f(x) = f(0) =-5 (16b)

najmanyji, a on ¢e biti najmanji ako je 9+ X2

Najvecu vrijednost ¢e funkcija imati, oko je razlomak 9 >
+ X

. . . 2 . . Y.
najmanje, odnosno kad je X* najveée, medutim u ovom sluc¢aju X

teZi ka beskonacnosti , a f (X) ka 2, ali nikada nece biti 2 jer bi tada trebalo da bude =0,ato je nemoguce

9+ x?

zbog toga §to je >0 VX € R . Ovo zapravo znati da funkcija f (X) nema maksimuma , tj. —5 < f (X) <2 (8h).

+ x?

(24b)
4. Bududi da je u skupu realnih brojeva logaritamska funkcija definisana za pozitivne vrijednosti argumenta, to je 3% -1 >

0 i 3*2-9>0 (4b). Ovdje je 3*> 1, pa je x > 0 (2b). Dakle rjeSenje jednacine traZimo u intervalu (0,+ OC) (2b).

Kako je |Og1 a=-— |Og3 a (2b), to datu jednacinu moZemo napisati u obliku:
3

-10g; (3" —1)-log; 9- (3" —1) + 3 =10 (3b). Uvedimo smjenu 109, (3 —1) =y (2b) paje
-V (2 + y)+3 =0, tj. (y +1)2 =4 (3b) Njena rjesenja su :

15
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yi=-3 iy2=1(4b). Dakle,3*-1= 3" i 3* —1=23"2 (2b). Dakle 3* = % i 3¥ =4 (2b) Logaritmiranjem

28
po bazi 3, nalazimo da je X; = |Og3 E i X, = |Og3 4 (2b). Oba ova rjesenja nalaze se u intervalu (0,00 ) (2b)

Dodatni zadaci za drugi razred:

1. Rijesiti jednacinu: 11 = t 1 .
X X+3 X+2 Xx+5

Rjesenje: Posebno ¢emo rijesiti oduzimanje na lijevoj , posebno na desnoj strani jednacine.
Definiciono podrucje za ovu jednacinu je X ¢ {— 5,—3,—2,0}

X+3-X X+5-Xx-2 | 3 3
X(x+3)  (x+2)(x+5) ' x2+3x X’ +7x+10
Jednaki razlomci, jednaki brojnici, dakle moraju biti i nazivnici jednaki:
X2 +3x=x2 +7x+10;x=-2,5
Provjera: lijeva strana -2,4 i desna strana -2,4.

2. Odrediti sve kompleksne brojeve z takve da je
2(L+1)z? —4(2-1)z-5-3i=0.

Rjesenje: RjeSavanjem kvadratne jednacine po z nalazimo:

A2-0)£16(2—0)2 +4-2-(L+i)- (5+3i)
v 4-(L+1)
4-i 3-5i

Z, = = . .
YT 14 2 ) 2, -1 1+1

1+ 2

, odakle je

16
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Moguca rjesenja za IlI razred:

X 5—3tgz 15
1. Podijelimo li brojnik i nazivnik s cos— dobijemo: ———= ==— (7b),
2 X 3
3tg §+ 2

.. ... X =5
odavde slijedi tg— =— (3h).
Jedi g =2 (3b)

x € (0, %), prema tome vrijednost tg g mora biti pozitivna. Zakljucak je da se na ovom
intervalu tg% ne moze izraCunati. (8b) (18b)

2. Nekajey=,BCA,5= ~BDC ix= ‘E‘ (3b). Prema kosinusnoj teoremi vrijedi:

2 W2 _ A2
cos;/:%:cos;fzg (4b)

siny =,/1-cos’ y =§ (3b).

Prema th. o sinusu vrijedi:

2 _ D )
sine sing  siny

X a X 8 8siny 8siny 8siny
- = — j— - = — > X = - =— =— =
siny sind  siny sing sind  sin(180° —(45° +y)) sin(45° + )
g V5 s
8siny 3 810
_ x= = = 8J10(v5-2) (7b
sin45° - cosy +c0s45° -sin y V2 2+\/§ J5 2+ ( ) (70)
2 3 2

Omjer povrsina je P(ABC)= 8'9'.8”17/ =---=m (5b)
P(DBC) x-8-sin45° 8

(29)

3. Imamo:
42 4 407 <0 o (2 ) Z2.262. 292 4 (272 <0 (277 — 272 <0 (7h).

Odavde slijedi da mora biti: 22 -2¥2 =0 { jerje (2°2-2"?)?>0 za

vx,y e N }(5b)

Zenica, 02.04.2016.
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=22 =2V 5 x-2=y+2=x=y+4 (4b). Sada je :

25 4 2Y =2V 42V = 2Y(24 +1) =17-2) =34.2"" = 342* + 27, (6h)
(22b)
_ L . 4 4k .
4. Prava y =kx, |k| =1, sije¢e date prave u tatkama A| ——,—— [(5b) i
1+k 1+k
B (i,ﬂj@b)_
1-k 1-k
4 4 4k 4k
* * 4 4k
Koordinate tacke M su: M 1+k 1-K ,l+k 1-k , odnosno M(—z'—zj (3b)
2 2 1-k° 1-k
4k o ..
Dakle x = - AY = - (2b) odakle eliminacijom parametra k dobijemo:
(1-k? _A ke =ﬁ) :>f:4—k:>1:£:> k=Y (5b) pa zamjenom 1—k? _4 dobijamo
X y X Yy Xy X X

2
y- _4 2 2 . o1 y . y : e
1-=—= % = X° —y° =4x (5b), §to znaci da je geometrijsko mjesto tacaka M hiperbola, ¢ija je

X
(x-p)* (y-9)*

jednacina oblika: 5
a b

=1 iglasi

(x=2)* (y-0)* _
o =1(6h)

(31b)

Dodatni zadaci za treci razred:

1. Ako su kraci trapeza medusobno normalni , dokazati da zbir kvadrata duzine njegovih
dijagonala jednak zbiru kvadrata duzina njegovih paralelnih stranica.

Rjesenje: Neka je AD L BC ,i nekaje AD nBC = {O}. Po Pitagorinoj teoremi dobijemo iz
pravouglog trougla AOC i BOD: AC- = A0 +CO’ i BD =BO’ + DO’ . Sabiranjem

.- —2 A —2 -2 —_—2 —_—=2 —=2 —_—2 —-—2 —_—=2
dobijemo: AC +BD =A0O +CO +BO +DO =( AO +BO )+(CO +DO ).Kako po
Pitagorinoj teoremi iz pravouglih trouglova AOB i DOC: AB’ = AO’ +BO" i
DC’ =DO’ +CO" to dobijemo AC’+BD =AB +DC’ , Sto je i trebalo dokazati.

2. Odrediti koordinate tacke A koja je simetri¢na tacki B(5,-2) u odnosu na pravu
18
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3x-2y-6=0.
Rjesenje:
Neka je p data prava i B data tacka Podnozje S normale na p je srediSte duzi AB, gdje je A

trazena tacka. Koeficijent pravca date prave p je (y= g x—3) k= g :

pa je koeficijent pravca normale k, = —g. 4

Dakle, prava n ima jednacinu A

y=— % X + b. Zamjenom koordinata tacke B i

u ovu jednacinu dobijemo: -2 = —§5+ b,b= %,

pa jednacina prave n glasi: y = "3 X + 3"

RjeSavanjem sistema jednacina pravih p i n dobijemo koordinate tacke S, dakle S(2,0).
Kako je S srediste duzi AB, koordinate x i y tacke A odredi¢emo iz uslova:

X;F’ —2 ¥ 2 _0. Tako dobijemo: x=-1iy =2, tj. A(-1,2).

19
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Moguca rjeSenja za IV razred:

1. Nacrtati sliku. Prvo ¢emo iz trougla CDFnaci vrijednost y koriste¢i kosinusnu teoremu:

y? =(15-y)* +12* —2.12-(15-y)-cos60°,
Dakle y = 10,5 (6b). Zatim u trouglu BED
(4b) Nalazimo da je:

x? =(15-x)* +3*-2-3- (15— X) - cos60°
X=7 (6b). Kona¢no i u trouglu DEF primjenom iste th.
nademo da je z= 9,26 (6h)

(22b)

2. a)Prvi ¢lan niza jednak je & = Sl =9,5-89,5=-80 (2b), azan-ti ¢lan n>1limamo:
a,=S,—S,,=95n"—895n-[9,5(n—1)> ~89,5(n—1)|=19n —99 = —80+ (n—1) -19 (8b)

Sto je upravo izraz za n-ti ¢lan aritmeti¢kog niza s prvim ¢lanom @, = —80 i d =19 (2b). Ovim je dokaz pod a) zavrien.

b) Neka je trazeni ¢lan @, . Tada po uslovu zadatka vrijedi: &, =2-S, , (4b).
~80+19- (k1) =2:[9,5- (k —1)> =895 (k —1)]

19k? —236k +297=0 (6b); kl =11 k2 = ]2-—; (2b), posto k mora biti cio broj zadovoljava samo

kl =11(2b). Dakle u zadanom nizu postoji &lan sa traZenim svojstvom: a; = 110 (1h).
(27b)

3. Dokaz ¢emo provesti metodom matematicke indukcije. Neka je f(n) = 5"2 +26-5" +8%". Tada je
f(1)= 5°+26-5 +8%; (1) =767 ; f(1) = 13-59 (8h).
Dalje je f(n+1) =5""° +26.5"" +8°"*3=
=5-5"% 1+ 26-5-5" +64-8"""= 55" + 26.5.5" +-5-8*"" + 59.8°""! =
=5-f(n) + 59-82"" (8b).
Dakle ako je broj f(n) djeljiv sa 59 bice i broj f(n+1) djeljiv sa 59 (4b). (20Db)

4. Neka je r polupre¢nik kruga i 2x manja osnovica trapeza. Tada je h =+ r’—x? (5b), pa je P=(r + x)h =
—2X% —rx+1?
r
= (r+h) Vr? = x? (4b). Odavde je P'= (8b). ) <x <r (3b). Povriina je maksimalna za X = —,
(r+h) (4b) J [z _ 2 (3b) J 5

pa je trougao

AOD jednakostrani¢an. Uglovi trapeza su 60° i 120° ( 6b).

(5b) (31b)

20
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Dodatni zadatak za éetvrti razred:

2

X
1. Nekaje y= realna funkcija jedne realne promjenljive. Dokazati da ona nema vrijednosti izmedu

2

1
— i 1
4

2

Rjesenje: Imamo Y =

zl1 (Xx#32) = y(X* —4)=x"-1=(y-1)-x* -4y +1=0 (y #1)

x? —
4y —1 4y -1 1
=x*= Y72 Morabiti (zbog X? >0,X = +2) daje Y S0 ye|—u,= UL+ o)
y-1 y—1 4
Sto znaéi da funkcija ne uzima vrijednosti izmedu — i 1.
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