XXII KANTONALNO TAKMICENIJE IZ MATEMATIKE
za ucenike srednjih Skola

Zenic¢ko-dobojski kanton
Ministarstvo za obrazovanje, nauku, kulturu i sport
Pedagoski zavod Zenica

KANTONALNO TAKMICENJE I1Z MATEMATIKE
ZA I RAZRED

1. Neka su u skupu cijelih brojeva definisane operacije A 1 o na ovaj nacin:

A: (VX,yeZ) xAy=5x—-3y+2
0:(Vx,yeZ) xoy=4x+2y-5.
Rijesiti po x jednacinu: (3Ax)o2 =20y, gdje je y rjesenje jednadine (30y)Ay =9.
(23b)

2. Zakoje vrijednosti realnog broja p jedna¢ina 3— X;Zp = X ima cjelobrojna rjeSenja po

X koja zadovoljavaju uslov |x| <27?
(28b)

3. Simetrala ugla ZBAC = « trougla ABC sijece stranicu BC u tacki D . Konstruisana je
prava p koja sadrzi tacku D i koja sijeCe stranicu AB u tacki E tako da je

/BDE = /BAC . Dokazati da je CD = DE .

(25b)

(x—-2)-(x-1) <D

4. Nacrtaj grafik funkcije y= | 2| ,
X_

(24b)

Vrijeme predvideno za izradu zadataka je 120 minuta.
Dozvoljena je upotreba samo pribora za crtanje i pisanje.
RjesSenje svakog zadatka kratko 1 jasno obrazloZiti.

Mnogo uspjeha u radu!
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XXII KANTONALNO TAKMICENIJE IZ MATEMATIKE
za ucenike srednjih Skola

Zenic¢ko-dobojski kanton
Ministarstvo za obrazovanje, nauku, kulturu i sport
Pedagoski zavod Zenica

KANTONALNO TAKMICENJE I1Z MATEMATIKE
ZA 1l RAZRED

1. Odredite sve kompleksne brojeve z tako da je
2(L+1)z° —4(2-1)z-5-3i =0.

(22b)

2. Dokazite: 1" Od svih pravouglih trouglova zadane hipotenuze ¢, najveéu povrsinu ima
jednakokraki pravougli trougao.
2" Od svih pravougaonika upisanih datoj kruznici polupre¢nika r, najveéu
povrsinu ima kvadrat.

3. Rijesite datu jednacinu /12—— — X%+ [x? =0,x=0.

T111 omresavan a zadatka moze vam zatre ati vrijednost 0ja J€ priblizno jedanaxka
prilikom rj ja zadatk bati vrijed i/_kJprl jednaka 1,86
(30b)

(29b)

4. Dokazite:
a" (a" — )_l —2(a2” —1)_l +a™”" (a“ +1)_l =0,a=0

(19b)

Vrijeme predvideno za izradu zadataka je 120 minuta.
Dozvoljena je upotreba samo pribora za crtanje i pisanje.
RjesSenje svakog zadatka kratko 1 jasno obrazloZiti.

Mnogo uspjeha u radu!
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XXII KANTONALNO TAKMICENIJE IZ MATEMATIKE
za ucenike srednjih Skola

Zenic¢ko-dobojski kanton
Ministarstvo za obrazovanje, nauku, kulturu i sport
Pedagoski zavod Zenica

KANTONALNO TAKMICENJE I1Z MATEMATIKE
ZA 11l RAZRED

1. Ako tezi$ne linije koje odgovaraju katetama pravouglog trougla obrazuju oStar ugao
. . 1, . . .
@ tada je povrSina tog trougla P :§ c“tge, gdje je ¢ njegova hipotenuza.

(21b)

2. Rijesite jednacinu:
9log,,,,, (4cos® x) +8l10g,,,, Sinx =16.
(31b)

3. Tacke u kojima elipsa x* +4y? = 25 sije¢e ose koordinatnog sistema, vrhovi su romba.

Nac¢i jednacinu kruznice upisane u taj romb i koordinate tacke u kojoj kruznica dodiruje
stranicu romba u prvom kvadrantu.
(29Db)

4. Nadite sva realna rjeSenja jednacine

5x* +y? —2xy—8y+20=0.
(19b)

Vrijeme predvideno za izradu zadataka je 120 minuta.
Dozvoljena je upotreba samo pribora za crtanje i pisanje.
RjesSenje svakog zadatka kratko 1 jasno obrazloZiti.

Mnogo uspjeha u radu!
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KANTONALNO TAKMICENJE I1Z MATEMATIKE
ZA IV RAZRED

1. Nekaje {a, }n>1 aritmeticki niz, dokazite daza Vv m,n, p € N vazi:
a,(n-p)+a,(p-m)+a,(m-n)=0.

(24b)

2. Neka za sve realne brojeve x,y vazi:

f(xy)=1F(x)-f(y) i f(x+y)=Tf(X)+ f(y)+2xy.
Odredite f(x).

(26hb)

3. Matematickom indukcijom dokazite:

(cosx+isinx)" =cosnx+isinnx, vneN

(20b)

4. lzratunati: A=|im COS2 - COS >+ COS= ... COS— .

n—oo 2 4 8 2n

(30b)

Vrijeme predvideno za izradu zadataka je 120 minuta.
Dozvoljena je upotreba samo pribora za crtanje i pisanje.
Rjesenje svakog zadatka kratko i jasno obrazloZiti.

Mnogo uspjeha u radu!
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Moguéa rjeSenja za I razred:
1. IzrsC¢unajmo prvo (3oYy)Ay =9 koriste¢i definiciju operacija A i o pa imamo:
(30Y)Ay =(4-3+2y—5)Ay = (7+2y)Ay =5-(7+2y)-3y+2=37+7y (7b)
Kako je (3oy)Ay=9 imamo 37+7y =9, odakleje y=—-4<Z (3b).
Rjesavajmo sada jednacinu (3AX)02 =2o0Y, koriste¢i definiciju operacija A i o.
(3AX)02=(5-3-3x+2)02=(17-3x)02=4-(17-3x)+2-2-5=67-12x (7b), i
20y=4-2+2y-5=3+2-(-4)=-5 (3b).
(3AX)02 =20y = 67-12x =-5,12x =72, x =6 (3b).
(23b)

2. Rijesimo jednacinu: 3—% =X po X.

3—% =X2=6-(X—p)=2X=>..=> X =2 +§ (10b). Po uslovu zadatka x mora
biti cijeli broj i zadovoljavati uslav da je |x| <2 tj. (-2< x <2) (6b). Znac¢i, da prema ovim
uslovima x moze biti: -1, 0 ili 1 (6b). Posto je X = 2+§ , p moze biti : -3, -6 ili -9 (6b).

(28b)
3. Kako je (£BDE + ZEDC =180° A <ZCAE + ZEDC =180°) (6b)=da je cAEDC
tetivni pa se oko njega moze opisati kruznica (6b). Prema uslovu zadatka periferijski
ZCAD i £ZDAE su jednaki pa su i pripadne tetive jednake (8b).

(5b)
(25b)
X-2, X>2 4 .
4. |x-2/=< 0, x=2 (3b) i
-(X-2), X<2 |
Za x>2,datafjajey=x-1 (5b) \ (8b)
Za x=2, f-ja nije definisana (3b) ! \ . o
Za x<2, data f-ja je y = 1-x (5b) 1"\ 2 g
(24b)
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XXII KANTONALNO TAKMICENIJE IZ MATEMATIKE
za ucenike srednjih Skola

Zenic¢ko-dobojski kanton
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Mogucéa rjeSenja za Il razred:

1. Rjesavanjem kvadratne jednacine po z nalazimo:

A2-0)£16(2-0)2 +4-2-(L+i)- (5+3i)
v 4-(L+1)

(12b), odakle je

, o —i=1 0 1+
S . 4-i 3-5i
1+1 2 (5b) i 7= == (8D) (22b)

2. Dokazimo prvo pod 1° Po Talesovoj teoremi vrhovi svih pravouglih trouglova zadane
hipotenuze ¢ leze na polukruznici preénika ¢ (3b). Kako je baza svih tih trouglova zajednicka
( hipotenuza c) imat ¢e najvecu povrsinu onaj od njih koji ima najvec¢u visinu (3b). Najvecu
povr§inu imat ¢e dakle onaj trougao kojem je vrh u najvisoj tacki polukruznice, a to je (vidi
sliku)

A
(3b) (3b)

c

jednakokraki pravougli trougao(3b).Povrsina mu je P, = %cz (k.j.)(3t,L
2° Kao $to vidimo iz slike povrsina P pravougaonika ABCD jednaka je dvostrukoj povrsini

pravouglog trougla ABC hipotenuze 2r(3b). P ¢e biti najveéi onda kad i odgovarajuéi trougao
ABC bude imao maksimalnu povr$inu (U 1° smo vidjeli da ¢e to i biti u slu¢aju |AB|=|BC|)

D

(3b). No, tada pravougaonik postaje kvadrat (2b).Povr§inamu je P, = 2% =2r*(k.j.) (3b).

(29b)

2_
12—1§20<31g572920<: x2-1>0 < xe(—o0o,-1]Ufl,+x) (5b)
X X
, 12 x* -12 4 4 4 4
X)-=200-——-"-20 <X —1220<:>|x|2\/ﬁ<:> x< 412 v x = 412 (5b)

X X
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XXII KANTONALNO TAKMICENIJE IZ MATEMATIKE
za ucenike srednjih Skola

Presjecanjem ova dva skupa rjesenja dobijamo da se u definicionom podrucju nalaze
x<-412vx>412 (2b)

Data j-na nakon smjene x*=t ekvivalentna je sa j-nom

1/12—E —t+1/t—E =0,t#0 < 1/12—E =t—1/t—E
t t t t
Nakon kvadriranja, sredivanja i dijeljenja dobivene ekvivalentne j-ne sa t imamo

2
——t— t—— t———21/t—— 1=0 < (/t——2—1J =0 /t—lt—zzl

t—T: 1?7 -t-12=0t, =-3At, = 4(14b) (30D)

Tako da je x =-2 v x =2 ¢ime je zadovoljeno i definiciono podruéje (4b).

4. a"(a"-1)" -2 —1)_11 +a"(@"+1) =0, a=0

1 1 1 1 1 a"+1-2a"+a" -1 2a" —2a"
AN an -2 2n +_n' n =0= n n n =0= n n n =0=
a’ a -1 a” -1 a a'+1 a -(a —1)-(a +1) a -(a —1)-(a +1)
N 0
a (a - )-(a +1)

(15b)
Kako je po uslovu zadatka a =0 to izraz u nazivniku nije nula, pa je vrijednost ovog
razlomka nula. (4b)

(19b)
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Moguca rjesenja za III razred:

1. Neka su D i E polovista kateta BC i AC redom i neka je AD M BE= {M } Posmatrajmo cetverougao CDME i

nekaje £ MEC=¢ i £ MDC = @ .Tako dobijamo
&+ w+90%+ Z EMD = 360°

c+w=270° - L EMD

£+@=270° — (180°% ¢)

£+0=90%¢ (4b)

S druge strane vrijedi da je

V4 tge-tgw—1
tgp=-ctg (2 +¢)=-otg (s+@) =D~ (%) (3b)
2 tge +tgw
_ _ _ _ a 2a, b 2b
Posmatrajmo pravougle trouglove A CBE i A CDA, imamo daje: {t{Js = —=—; Qo =—=—;
1 b 1 a
~b ~a
2 2
2 2 2
Odatle je tgg-tngﬁ-z—b:m tgg+tga):§+2—b: 2(a” +b7) = 2 }**)  (4b)
b a b ab ab
ab
Postoje P = > = 2P =ab (2b)
4—1_3ab_3-2P_£ Cztggo

1Z (*) i (**) dobijemo tg¢p = =c’tgp=3P=P= (4b).

2c* 2¢*  2¢* ¢’
ab
(21b)
2. Primjenjujuéi pravila logaritmovanja jedna¢ina 9 |Ogsmz)< (4 COS2 X) +8 IOchos X sinx=16

1 .
uz uslov da je sinx > 0, cosx > 0, COSX # > i sin2x# 1 (4b), postaje 18100 ;4 c0s x (2C0SX) + 8100, SINX =16

log, x

Primijenimo formulu (Ioga X= j na prvi sabirak navedene j-ne. Za nas$ slucaj dobijemo
gpa
109, .5, 2COSX 1

log, .. ... (2C0SX) = : = inx i
2sin xcos x log, ., 2sinxcosx log,,., cosx+log,.., sinx 1+log,,,, Sinx

(Sb);

1 . .
18 +8100, s SIN X =16. Uvedimo smjenu t =100, ,, SINX (1b) i doci éemo do jednagine

14100, 4, SIN X

18—t B =169 4t-8= . = 4t’ —4t+1=0=.. =t =t, _L (8b)
1+t 1+t 2
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XXII KANTONALNO TAKMICENIJE IZ MATEMATIKE
za ucenike srednjih Skola

. . 1 O .
t =100,,, SINX = 109, ,, SiNX = 5® (2cosx)z =sinx <> 2cosx =sin® x < €os? X+ 2¢0sX —1=0=

(cosx),,, = -1%~/2

Kako je -1< cosx < 1 jedino ima smisla cosx = -1+ \/E Sto daje dvije serije rjeSenja

X = arccos(—1+ \/§)+ 2kr,keZ ix= —arccos(—1+ \/§)+ 2k, Kk € Z . Zbog uslova zadatka sinx > 0
dobijemo da su rjesenja X = arccos(—1+ \/§)+ 2k, k € Z (13b)

(31b)
x>y’ 5
3. Transformi$imo jednacinu elipse X2 + 4y2 =25u g + g =1 odakleje a =5; b= E (3b).
4

) 3)
Tacke presjeka elipse i koordinatnih osa su: B(5,0); C(0, E ); A(-5,0); D(0, - E ) (4b).

Nadimo jednacinu prave kroz tacke B i C.

o

. 2 1 1 5 1 5
Onagl —-0=%—-(X-H=.=oDy=-(X-5)=>y=—X+—=>k=—=:n=— (@3h).
naglasi Y 0 5( ) y 2( )=y S Xt 5 5 (3b)

Uslov da prava bude tangenta na kruZnicu dat je jednako§éu
r2.(k*+1)=n?. Ty
C
2
1 % N R
—_ + 1 B gl
; ’ &% X
Posto je kruznica sa centrom u koordinatnom pocetku M

to njena jednacina glasi: X2 + y2 =5 (2n). D
RjeSavanjem sistema jednacina (3b)
X2 + y2 =5iXx + 2y = 5 dobijemo koordinate tacke P(1,2) (8b).

5 2
2 2 2 2 [Zj 2
r’-k?+)=n"=r’=—-"2 = .. =r°=5 (6h)

(29b)

4. 1z date jednacine 5X° + y? —2Xy —8Yy + 20 = Qimamo 5x* —2yx+ (y* —8y +20) =0
2y +./4y? —4.5(y? —8y + 20) y ++/—4y? + 40y —100
X, = =..= .

2-5 5
X, €eR< ~4(y? —10y +25) > 0 <> —4(y —5)* > 0, ovo je istinito samo ako je Y =5 . Kako je radikand

(9b)

jednak nuli to je X, , = % = X =1. Dakle, jedino realno rjesenje je (X, y)=(1,5) (10b).

(19b)
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Mogucéa rjeSenja za IV razred:

1. Neka je & = & pocemi tlan,a 0 = @, — @, diferencija aritmetickog niza. Tada je: &, = &+ (M—1)d ,
a,=a+(n-1)d i a,= a+(p—1)d (10b). oznatimo sa L trazeni izraz
L=a,(n—p)+a,(p—m)+a,(m—n) paje
L=[a+(m-1)d)n-p)+[a+(n-1)d]p-m)+[a+(p-1)d[m-n)=
=a(n—-p)+(m-1d(n-p)+a(p-m)+(n-d(p-m)+a(m-n)+(p-1)d(m-n)=
=an—ap+md(n-p)-d(n-p)+ap—am+nd(p-m)-d(p-m)+am—an+ pd(m-n)-
—d(m—n):an—ap+mnd—mpd—nd+ pd +ap—am+npd —mnd — pd + md + am—an+

+mpd —npd-md +nd

Posto svaki ¢lan ima svoj suprotan to je vrijednost ovog izraza jednaka nuli, $to se i trazilo (14b).

(24b)
2. Koristenjem datih jednakosti dobijemo:
r f(x+0)= f(x)+ f(0)+0= f(x)=f(x)+ f(0)=0= f(0) @b
»0=f(0)=fl+(-1)]=f@Q)+ f(-1)-2= f@Q)+ f(-1)=2 )
Dalje je
0= f(x+(=x))= f(x)+ f(=x)+2x(=x)= f(x-1)+ f(x-(-1))-2x* = o
=f(x)- @+ FX)-F(=D)-2x2=f(x)-[f@)+ f(=D]-2x* = f(x)- 2 2% o
Znaci imamo 0 = 2 f (X) — 2X2 = f (X) = 2—;(2 = f (X) = X2 (4b).
(26b)

3. (cosx+isinx)" =cosnx+isinnx, Vne N
zan=1 (COSX +isinx) =COSX +iSiNX, pajednakost vazi (3b)

Pretpostavimo da je data jednakost tacna za n=k, tj. pretpostavimo da vazi

(cosx+isinx)‘ =coskx+isinkx ()

Dokazimo da je ta¢na za n=k+1, tj. da je

(cosx+isinx) =cos(k +1)x + isin(k +1)x (sb)
Podimo od pretpostavke

(cosx+isinx)‘ = coskx+isinkx /-(cosx+isinx) (z)

(cosx+isinx)"* = (coskx +isinkx) -(cosx +isinx) (zv)

(cosx+isinx)™ = coskxcosx +icoskxsinx + isinkxcosx + i?sinkxsin x =
=coskx cosx-sinkx sinx +i(coskx sinx+sinkx cosx)=cos(kx+x)+i sin(kx+x)=
=cos x(k+1) +1i sin x(k+1) , $to je i trebalo dokazati

Na osnovu principa matematitke indukcije zakljuujemo da nasa jednakost vaziza VN € N (5b)

(20b)
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_ X . X . X )
Kakoje 2-COS—-SIN— =SINX = COS— = (5b) , paanalogno dobijemo
2 2 2sin—
2
sinf sinl
2
za cos5 je:sin 25 = Zcosisin5 =.> cosZ = 2x (5b); cosi = 2x (5b) ...
4 4 4 4 Zsin? ZsinF
sin__—
cosinz 2X(5b)
2 2sin_—
2
sinX sinx sin
. sinx 2 22 on-1 . sinx
A=lim—— —5 — “~=lm———=
"oe2sinz 2sin_ 2sin  2sin_- "® 27.sin_-
2 2 2 2 2
. . lim 1 .
=lim X :[smjena:ln:t,n—>oo:>t—>0}:—smx- sint:—smx
. 2 I X
sin_-
x. 2" [
X
2n
(10b)
(30b)
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DODATNI ZADACI

Dodatni zadatak za prvi razred:
1. Data je funkcija f(x)=2x—1. Odrediti realne brojeve x i y tako da je

fFFO) =01 f(f(y)=y.

Dodatni zadatak za drugi razred:
1. Rijesiti jedna¢inu: 3/2—x =1—-/x-1

Dodatni zadatak za tre¢i razred:
1. Izradunati povrSinu trougla koji obrazuju simetrale prvog i drugog kvadranta i

tangenta na hiperbolu x* — y® =5 u tacki M (3, 2).

Dodatni zadatak za Cetvrti razred:
2

1. Nekaje y= X

) realna funkcija jedne realne promjenljive. Dokazati da ona
X —

. . 1.
nema vrijednosti izmedu 2 1
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