XXIII kantonalno takmicenje iz matematike

za ucenike srednjih Skola
Maglaj, 10.03.2018.

Zenicko-dobojski kanton
Ministarstvo za obrazovanje, nauku, kulturu i sport
Pedagoski zavod Zenica

KANTONALNO TAKMICENJE I1Z MATEMATIKE
ZA | RAZRED

1. Tri cijevi pune bazen. Sama prva cijev napuni ga za 8 sati, druga za 12 sati, a tre¢a za 15
sati. Za koje ¢e se vrijeme bazen napuniti ako su otvorene sve tri cijevi?

(24b)
1 1
- 2 2
2. Uprostiti izraz -2 a , ako je x:a+b—a +b
1 b a+b
a ax
(22b)

3. U jednakokrakom trouglu ABC ugao pri vrhu C je 108°. Na kraku BC data je tacka E,
tako da prava AE polovi ugao BAC. Ako je duz CD visina ovog trougla, dokazati da je
AE = 2CD.

(28Db)

4. Ako je n prirodan broj dokazati da je izraz n® —5n° + 4n djeljiv sa 120.

(26b)

Vrijeme predvideno za izradu zadataka je 120 minuta.

Dozvoljena je upotreba samo pribora za crtanje i pisanje.
RjesSenje svakog zadatka kratko 1 jasno obrazloZiti.

Mnogo uspjeha u radu!

Maglaj, 10.3.2018. godine

Javna ustanova MjeSovita srednja Skola Maglaj
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KANTONALNO TAKMICENJE I1Z MATEMATIKE
ZA Il RAZRED

1. Akoje f(n)=(1—j§ij +(%j ,neN tadaje f(n+4)=—-f(n).

(21b)

2. Neka je cetverougao ABCD kvadrat sa duZinom stranice od lcm, a tacke
M € AB,N € BC,P € CD,Q € DA. Dokazati da je obim cetverougla MNPQ ve¢i ili

jednak od 2+/2. (29b)

3. Uglovi na vecoj osnovici trapeza su po 60°, a njegov obim iznosi 200 cm. Kolika mora
biti osnovica trapeza da bi njegova povrSina bila maksimalna.

(30b)
4. Dokazati da vrijednost izraza
\/ abc+4 4Jbc
a \/5 , a>0,b>0,c>0,abc<4,nezavisiod bi cC.
Jabc -2
(20Db)

Vrijeme predvideno za izradu zadataka je 120 minuta.

Dozvoljena je upotreba samo pribora za crtanje i pisanje.
Rjesenje svakog zadatka kratko i jasno obrazloziti.

Mnogo uspjeha u radu!

Maglaj, 10.3.2018. godine

Javna ustanova MjeSovita srednja Skola Maglaj
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1.

2.

3.

4.

KANTONALNO TAKMICENJE I1Z MATEMATIKE
ZA 11l RAZRED

Prava p dodiruje kruznicu upisanu u jednakostrani¢ni trougao ABC i sijeCe stranice AB 1 ACu
AD AE
tackama D i E. Dokazati da tada vrijedi jednakost ﬁ + E =1. (26b)

Izracunati povrsinu trougla koji obrazuju simetrale prvog i drugog kvadranta 1

tangenta na hiperbolu x* —y? =5 u tacki M (3, 2). (29b)
_—
.. . e as
Dokazati identitet n = —log,log, JVV3 (20Db)
n puta
Dokazati jednakost tg9° —tg27° — tg63° +tg8l° =4 (25h)

Vrijeme predvideno za izradu zadataka je 120 minuta.
Dozvoljena je upotreba samo pribora za crtanje i pisanje.
Rjesenje svakog zadatka kratko i1 jasno obrazloZiti.

Mnogo uspjeha u radu!

Maglaj, 10.3.2018. godine

Javna ustanova MjeSovita srednja Skola Maglaj
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KANTONALNO TAKMICENJE I1Z MATEMATIKE
ZA IV RAZRED

1. Broj 2"?%.3"+5n-4 djeljivsa 25 za svaki prirodan broj n. Dokazati.
( Dokaz izvesti matematickom indukcijom)

(26b)
2. Nekaje a, opsticlan,a S, zbir prvih k ¢lanova nekog aritmeti¢kog niza. Ako za
2 f—
neke m i n, gdje je m=n, vazi S—mzm—z,dokazati da je Gn _ 2m 1.
S, n a, 2n-1
(25b)

3. Funkcija f:R— R zadovoljavauslov f(x2+ f(3)) =y + (f(x))?, v, yER

a) Dokazati da je f injektivna funkcija
b) Dokazati da je f neparna funkcija

(21b)
4. Dokazati da u trouglu vazi nejednakost
(h, —2r)(h, —2r)h, —2r)<r?
gdje su h, ,hy , h. visine, a r polupreénik upisanog kruga u trougao.
(28Db)

Vrijeme predvideno za izradu zadataka je 120 minuta.

Dozvoljena je upotreba samo pribora za crtanje i pisanje.
Rjesenje svakog zadatka kratko i jasno obrazloziti.

Mnogo uspjeha u radu!

Maglaj, 10.3.2018. godine

Javna ustanova MjeSovita srednja Skola Maglaj
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Moguca rjeSenja zadataka za I razred

1. Zajedan sat prva cijev napuni % bazena(2b), druga %(%) a treca %bazena(Zb). Sve

tri cijevi za jedan sat napune % + 1 + % bazena(3b). Ako se bazen sa tri otvorene

12
L . - 1 1 1
cijevi puni za x sati tada vrijedi: 1 sat 3 + o + 1—bazena, aza
X sati 1 bazen. Napisimo proporciju
1 1 1 .
x:1=1: (= + =+ =) (5b) .
(8 T 15)( ) 1]
x(f+e ety x= 20 gaisn).
8 12 15 11
xzﬂ h = 3,6363h= 2181818 h=3 38,1818 h=3(§+0’1818)h=3h
11 60 60 60 60
38min 22828 36005 ~ 3h 38min 11s (5b).
(24b)
. a?+p?
2. Kako jex=a+b—-—r <
_ 32 _p? 2 2 a2 2
X:(a+b)(a+b) a“-b <:>X2a +2ab+b°—-a“-b o xo 2ab (5b) def. pod.
a+b a+b a+b
X=0,a=0,a=-b(2b)
1 1 1 a+b . b b a+b
<~ 2ab = X~ 2ab (2b) novi uslov b;tO(lb), x 2ab o (4b)
a+b a+b
1 1 a+b 1 a+b-2b a-b
x a _2ab a__ 2ab _ b _ala-b) a
1 b 1 a+b 2a-a-b a-b bla-b) (80). (220)
a ax a 2a° 2a’ a
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0 (3b)
54° E

Neka AE sije¢e DC u tacki O (slika). Ugao a trougla ABC je 36° (jer je 20=180° — 108°)(2b).
Zbog toga polovina ugla BAC, tj. Ugao CAE iznosi 18°(1b). Koriste¢i dva poznata ugla u
trouglu ACE, to su uglovi 108° i 18°, izratunamo ugao AEC = 180° — 108° - 18° = 54° (1h).
Kako znamo, duz CD polovi stranicu AB (1b) i dati ugao ACE(1b), pa je ugao BCD jednak 54°
(1b). Dakle, trougao OCE je jednakokraki (2b), pa je OC = OE(1b). Neka je F srediste duzi AE
(2b). Kako je D srediste duzi AB, to je duz DF srednja linija ABE (2b) pa je paralelna sa
BE(1b). Zbog toga su uglovi kod tjemena F i D u trouglu ODF jednaki uglovima kod tjemena E
1 C u trouglu OCE ( kao naizmjeni¢ni)(2b). Dakle, i trougao ODF je jednakokraki (1b) pa je OD
= OF(1b). Sada imamo CO = OE i OD = OF(2b), odakle je
CO + OD = OE + OF (1b) odnosno CD = EF(1b). Kako je AE = 2EF to je i AE =2CD(2b).
(28Db)
4. 1n°—5n°+4n =) n(n* —5n% +4)=) n(n* —n? —4n? + 4)=) n|n?(n? —1)-4(n? —1)| =

=n(n? —1)n? —4)=) n(n—1)n+1)n-2)n+2)= (n—2)n-Ln(n+1)\n+2) (*)
Izraz (*) je proizvod pet uzastopnih prirodnih brojeva. Medu tim brojevima uvijek se nalazi bar

jedan koji je djeljiv sa 2, bar jedan djeljiv sa 3, bar jedan djeljiv sa 4 i jedan djeljiv sa 5 (5b).
Zato je proizvod (n—2)n—1)n(n+1)n+2) djeljiv sa 2-3-4-5=120 (2b). (26b)

Moguda rjeSenja zadataka za II razred

1. f(n+4)=(l%2i]m4 +[1_\/_—2ijn+4 :(l\/tzi]n (1\/%'}4 7{1\/__;}” [1\/__2lj4 -0 (5b)

[1+i}4 _ @+i) _ (1+2| +|2) _ (2i)° _

2) (2f 4 4 (5b)

(HT -0 -aiviz)f  (-2i) .
2) (2f 4 (5b)
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(*)= (1%2'] (-1)+ (%j (-1)= _{(%j + (%M = —f(n)(4b). Znati, pokazali smo da je

f(n+4)=—f(n)(2b). (21b)
2. b p c
1c Q N (30)

Iz pravouglih trouglova AMQ, BMN, CPN i DPQ na osnovu Pitagorine teoreme

R N R P [ I [ P [ [
je:MN + NP+ PQ+MQ=VvBM +BN’ +VCN’ +CP  +1DP’ +DQ +AQ  +MN’ (8b)
odnosno na osnovu nejednakosti izmedu aritmeticke (An) i kvadratne (K,) sredine imamo:

K. :\/a12+a22+---+an2 L L i T
n
BM +BN _ BM +BN’ )
2 2 ’
MN + NP +PQ+QM =2 PM FBN | o CN+CP | o DPHDQ | QA+ AM
2 2 2 2 (8b)
2 odavde Oypg — 2 (AM + BM + BN + CN + CP + DP + DO + OA)
2 (2b)
Ovnwo zﬁ(ﬁ+E+C_D+D_A)  Oynwg 2£(1+1+1+1)  Oynwo N2,
2 (2b) 2 (2b) 2 (2b)
Ouneo = 24/2 (2D). (29b)
3. Neka je manja osnovica trapeza y i krak x.
y
(3b)
X h \X
o} V]
S y s

Tada je cos60° = S =S :% X(2b). Veca osnovica je %x+ y +%x =X+ Y (2b);
X

O=X+XxX+y+x+Yy(2b)
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0 =3x+2y; 0=200 (1p)= 3x + 2y = 200(2b) = _200=3x 49 —%x(]b).

/3x 2
pXtY*Y h:sinﬁoo'XShZT ; P=x+2y_@ jpzwz
2 (2b) 2 2 4

2
== 2/3x” + 20073 __L /3x? 1 5043x (3b) Kako je a<0, T, (—3,—RJ
4 2 2a 4a (3b)
b 5043 5043 (3b)
Yo =TT 1 o 3 =30 -D_ (b*-4ac) 3750 /3
2.t N3 y =2 =..= =1250+/3
2 4a 4a INCRNE)
(3b). Povrsina ima maksimalnu vrijednost P, = 1250+/3 za x=50 (2b) Tada je veca osnovica
trapeza
y +x=75cm (1b). (30b)
abc+4 N abc+4 - 4\/ abc
A a N (\Jabc — 2)? 2—+abc 1
Jabc -2 \/ab ~2 \/5( abc — 2) Jalabc-2)  +a
(17D).
Kako se u vrijednost izraza ne nalazi b,c to je tvrdnja dokazana (3b) (20b)

Moguca rjeSenja zadataka za 111 razred
1. Tangenta DE dijeli jednakostrani¢ni trougao ABC na jedan tangentni ¢etverougao BCED
i manji trougao ADE (slika). Neka je BD = x,CE =y, AB = BC = CA=a(2b). Po
teoremi o tangetnom cetverouglu slijedi: DE +a=Xx+ y = DE = x+ y—a. (*) (2b)
Primjenom kosinusne teoreme na trougao ADE kako je trougao jednakostrani¢ni,dobijemo:
DE =AD’ +AE —2AD-AE-cos60° (2b) tj.
DE =(a-x/+(a-y) -2(a-x)a- y)-%(3b) tj. DE- =a” —a(x+y)+ x> +y? —xy (3b)pa

na osnovu (*) slijedi a = 3y (**) (4b). Zbog (**) konacno je: A
X+Yy
AD AE _a-x a-y X+Yy E
+S a2t p-3-2-1
BD EC X y Xy (5b 5 /=N a
Sto je i trebalo dokazati ) a
] . 5p y
B C

(Z6D)
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2. Jednacine simetrala prvog i drugog kvadranta su: y=x i y =- X (3b), a tangenta na datu
hiperbolu u tacki M(3,2) je 3x - 2y = 5 (10b). Tjemena datog trougla su presjeci datih
pravih. Presjek prve dvije prave je tacka A(0,0) (3b). Presjek B(x,y) prve i tre¢e prave
zadovoljava
y=X i3Xx—-2y=15,pajex=y=5.0dnosno B(5,5) (3b). Presjek C(x,y) druge i trece
prave zadovoljava y=-xi3x—-2y=5pajex=1,y=-1; C(1,-1) (3b). Primijetimo da je
trougao pravougli jer je £ CAB =90° (3b). Povrsina tog pravouglog trougla

=2BA-CA= 5242 =5 , P=5 kv jedinica (40 (23b)

3
—logs logs ||V . V3 = —logs log 3*" (5b) = —log, (3rlogs 3) (5b) =

—_—

3 —log; 37"(5b) = —(—n) = n(5h)
(20b)
n puta

Sto je trebalo i dokazati.

sin (a+f)

4, Koriste¢i formulu tga + tgf = cosa cosp (3b) dobijamo
tg9° — tg27° —tg63° + tg81° = tg9° + tg81° — (tg27° + tg63°) (2b) =
sin(9° + 81° sin(27° + 63° 1 1
_ sin( ) _ sin( ) (4p) = S ___(4b) =
cos9® cos81° cosZ27°cos63° c0s9°sin9® cos27°sin27°
2 2 (2b) 2(sin54° — sin18°) (2b) —
~ 5inl8° sin54° B sin18°sin54° B
54° + 18° ., 54° —18° 72° . 36°
2- 2cos sin deos ——sin——
— 2 2 (2p) = 22 (2p) =
sin18°sin54° sinl18°sin54°
4cp536°5in18° dginb4°®
= (2b) = = 4(2b)

~ sinl8°sin54° sin54°

(25b)

Moguda rjesenja zadataka za 1V razred

1. Ozna¢imosa a, =2"?-3" +5n—4(3b). Dokaz éemo izvesti matematickom
indukcijom po n (3b)- Zan=1je a, =2°-3+5-1-4=25, zna¢i da je djeljivo sa
25 (3h). Predpostavimo da je broj a, djeljiv sa 25 (3b) Dokazimo da je a,,, djeljiv sa
25 (3p) Tada imamo da je:
a,,=2"-3" +5(n+1)-4=6-2"2.3" +5n+1=6-(2"? 3" +5n—4—5n+4)+5n+1=
=6-(a, —5n+4)+5n+1=6-a, —25n+25 , pa je broj a,,, djeljivsa 25 (11b).
(26b)
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s s M) a4 (mo1h)
2. Iz uslova zadatka slijedi ~ —-=—"= = 1 (8b)
n> S, ;n(al +a,) n(2a, +(n—-1)d)

Odavde dobijemo 2ma, +m(n—1)d = 2na, + n(m—1)d i m(2a, —d)=n(2a, —d) (9b) pa je

d
—+(m-1)d ~
& . (2b), odakle slijedi An _2 2m-1
2

; = . Ovo je trebalo dokazati (6b).
ay o7 (n—1)d 2n-1

(25b)
3. Def. Za funkciju f:E—F kazemo da je injekcija, odnosno injektivno preslikavanje ako
f(x)=f(y) = x=y
Dokazimo da je f injektivno preslikavanje.
Neka je f(y1)=f(y2). Tada je x?+f(y1)=x?>+f(y2) pa je
fOC+T(y2)=f(x*+(y2))

Zbog uslova zadatka je y1+(f(x))* = y2+(f(X))* <
< ViTy2
Dakle f je injektivna funkcija (10b)
Neka je y=0. Tada je f(x>+f(0)) = (f(x))> (*)
Ako u (*) x zamijenimo sa —x imamo:
(f(-x))? = f((-x)*+f(0))= F(x*+f(0))= (f(x))*

Odavde slijedi f(-x)=f(x) ili je f(-x) = -f(x). Kako je funkcija injektivna, to je f(-x)=-f(x)
Dakle funkcija f je neparna funkcija (11b)

(21b)

a

. ah, bh, c
4. Koriste¢i poznate obrasce P, = b

> = 2° P, =s-1,P, =/s(s—a)s—b)s—c),
P =2 dobijemo (4b)

adie je S:a+b+c

(h, —2r)h, —2r)h, —2r)= (ZP

G N G G

c

=8rd. (s a)(sa;:)(s —¢) , (6b) a odavde zbog abc =4RP i (s - a)(s - b)(s - C)

_ P an)
S
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PZ

o P rs 1
h —2r)h —2rYnh —2r)=8r*-—S_ —2r%. — —2r®. 2 —2r*. = (6b
(a )(b )(c ) 4RP SR SR R( )

Odavde zbog poznate Ojlerove nejednakosti R > 2r,tj.% < % (4b) dobijemo

(h, —2r)h, —2r)h, —2r) < 2r* % _ 1 (2b).

Jednakost vrijedi ako je R=2r, tj. za jednakostrani¢ni trougao(2b).
(28b)
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DODATNI ZADACI

Dodatni zadatak za prvi razred
1. Neka je cetverougao ABCD kvadrat sa duzinom stranice od 1cm, a tacke

M e AB,N € BC,P € CD,Q € DA. Dokazati da je obim ¢etverougla MNPQ manji od

cetiri.

Dodatni zadatak za drugi razred

4k+2 v

1. Zasvaki prirodan broj k je (1+i)*realan, a (1—i)""? &isto imaginaran broj. Dokazati.

Dodatni zadatak za treéi razred

1. U trouglu ABC dato je o= 30° hy + hc =g i povrsina PZ%. Odrediti duZine stranica b i c.

Dodatni zadatak za éetvrti razred

1. Odrediti f(x), akoje f[x—ﬂj+3f[x;2J=x,x¢2,x¢—l
X—2 X+1
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