XXIV KANTONALNO TAKMICENIJE 1Z MATEMATIKE
za ucenike srednjih skola

KANTONALNO TAKMICENJE I1Z MATEMATIKE
ZA I RAZRED

1. Nacrtajte u pravouglom koordinatnom sistemu prave p, i p, ¢ije su jednacine
P, y=X-41ip,:y-2x+2=0.
Izracunajte povrsinu lika koju zatvaraju prave p, i p, sa koordinatnim osama.
(26b)

2. Cetverougao ima kod tjemena A prav ugao, a kod B ugao od 60°. Simetrala ugla kod B sije¢e
stranicu AD u tacki M tako da je odsjecak AM dva puta veci od odsjecka MD, a normala
spustena iz tjemena A na stranicu BC dijeli ovu stranicu na dva jednaka odsjecka. Izracunajte

stranice i povrsinu etverougla ABCD ako je njegov obim O =5++/3.
D C

M

A B (30b)

ax+b ax—b 2ax+4
2 = =2 2
X°—ax X +4+ax x--—a

realni brojevi a i b istogznakaiakoje x=0i |x=a.

3. Pokazite da je rjesenje (po x) jednacine

pozitivno ako su dati

(24b)
4. Nekasu a i brealni brojevi za koje vazi a® —3ab® =8 i b®-3a’b=+/61.

Izradunajte a® +b?.

(20D)

Vrijeme predvideno za izradu zadataka je 120 minuta.
Dozvoljena je upotreba samo pribora za crtanje i pisanje.
RjesSenje svakog zadatka kratko 1 jasno obrazloZiti.

Mnogo uspjeha u radu!

Visoko, 16.3.2019. godine.
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XXIV KANTONALNO TAKMICENIJE 1Z MATEMATIKE
za ucenike srednjih skola

KANTONALNO TAKMICENJE I1Z MATEMATIKE
ZA 1l RAZRED

1. Rijjesiti jednacinu: 2log, (2" 1)+ x+log, 3+log , 6=0
2 6
u skupu realnih brojeva.
(31b)

2. Nekasu X, i X, rjeSenja kvadratne jednacine x* + (1— 2m)x +3m-5=0, gdje je m
realan parametar.
a) Odrediti parametar m tako da je x,> +x,” =17.
b) Nadi vezu izmedu rjeSenja ove jednacine koja ne zavisi od parametra m.

(21b)

3. Zatrougao ABC vrijedi 2/CBA = ZCAB + ZACB . U unutra$njosti trougla ABC je
odabrana tacka P tako da vrijedi ZAPB = /BPC = ZCPA.

Ako je PA=18, PC =8, koliko iznosi PB?
(29b)

4. Odrediti sve kompleksne brojeve z takve da je
2(L+1)z —4(2-1)z-5-3i=0.
(19b)

Vrijeme predvideno za izradu zadataka je 120 minuta.
Dozvoljena je upotreba samo pribora za crtanje i pisanje.
RjesSenje svakog zadatka kratko 1 jasno obrazloZiti.

Mnogo uspjeha u radu!

Visoko, 16.3.2019.godine
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XXIV KANTONALNO TAKMICENIJE 1Z MATEMATIKE
za ucenike srednjih skola

KANTONALNO TAKMICENJE I1Z MATEMATIKE

ZA 11l RAZRED
><—E ><+E
1. Rijesite jednacinu 4 -3 2=3 227",
(21b)
> Dokazite identitet: sina +sin2a +sin3a +sinda _1g Sa
COSa + C0S2c + COS3a + Cosda 2
(23b)

3. Odredite jednacinu hiperbole, ako je udaljenost izmedu fokusa koji leze na osi X
jednaka 2e = 103, a jednacine asimptota su y = J_r% X . IzraCunajte povrSinu trougla

OMN, kome dvije stranice pripadaju asimptotama hiperbole, a tre¢a stranica pravoj ¢ija
je jednacina x—4=0.

(31b)

4. Nekasu x,y,z pozitivni realni brojevi takvi da je xyz=1. Dokazite nejednakost
x(y3 —1)+ y(z3 —1)+ z(x3 —1)2 0
(25b)

Vrijeme predvideno za izradu zadataka je 120 minuta.
Dozvoljena je upotreba samo pribora za crtanje i pisanje.
RjesSenje svakog zadatka kratko 1 jasno obrazloZiti.

Mnogo uspjeha u radu!

Visoko, 16.3.2019. godine
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XXIV KANTONALNO TAKMICENIJE 1Z MATEMATIKE
za ucenike srednjih skola

KANTONALNO TAKMICENJE I1Z MATEMATIKE
ZA IV RAZRED

. Odrediti f(x), ako je

f[x+1j+3f(x;2j:x, X#2 , X#-1.
X—2 X+1

. Trirealna broja a,b,c ¢ine aritmeticki niz, a njihovi kvadrati (uzeti istim redom) ¢ine

(23b)

geometrijski niz. Odrediti koli¢nik tog geometrijskog niza.

(30Db)
. Cetiri prijatelja A, B,C, D zabavljaju se potezuéi konopac. Poznato je da:
a) makar i sa mukom B moze sam da nadjaca A i C koji vuku zajedno;
b) ako su sa jedne strane A i B,asadruge Ci D, rezultat je nerijeSen;
c) ako A i Cpromijene mjesta, onda dvojka A i D lako pobjeduje protivnike.
Odredite njihov redoslijed po snazi.
(22b)
. Izradunati sljedecu grani¢nu vrijednost: |jm x —a ,a>0.
X—a X—a
(25Db)

Vrijeme predvideno za izradu zadataka je 120 minuta.
Dozvoljena je upotreba samo pribora za crtanje i pisanje.
Rjesenje svakog zadatka kratko 1 jasno obrazloZiti.

Mnogo uspjeha u radu!

Visoko, 16.3.2019.godine

Visoko, 16.3.20109.
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XXIV KANTONALNO TAKMICENIJE 1Z MATEMATIKE
za ucenike srednjih skola

Moguéa rjeSenja za I razred:

1 vt 7 P1
' ol A /C R
X
p1:y=x-4,paje C(4,0) i D(0,-4) (6b)

B Zato je
Poco= (4-4) % - 8 kv. jed. (3b)

Pasoc = Pocp — Poas = 7 kv. jed. (3b) Jer je:

(Sb)

D P2 y-2X+2=0=y=2x-2, pa je A(1,0) i
B(0,-2) (6b)
Zato je

Pors = (1-2) %: 1kv. jed. (3b)

(26b)

2. Postoje AN LBC i BN =NC toje AB=AC, tj. AABC je jednakokraki (2b), a
zbog B = 60° trougao AABC je jednakostranitan (2b). Odatle je AB =BC=a i
Z/CAB =60° (2b). Posmatrajmo AABS : /SAB =60° i ~ABS =30°. S toga mozemo

zakljugiti da je u ovom trouglu S =90°, pa je MB L AC (2b). Posmatrajmo sada
AASM : ZSAM =30°i £S =90°, pa je ZAMS = 60°(2b). Posto je LZAMB =60°i

AB L AM to je AABM polovina jednakostrani¢nog trougla u kojem je AB=a

visina a MA polovina stranice (3b). Zbog toga je: AB =a=+/3MA, MA= "= a\/_
(2b). Vrijedi da je MA =2MD = MD = % MA,

MA+MD = AD = \/§a+%% AD .. E:i (3b), Sto znaci da je AD
visina jednakostrani¢nog trougla stranice AC =a (2b). Dakle D =90° i CD =g
(2b).

Iz O= a+a+g+%:... ASJ;—\/—) (2b).

Posto je po uslovu zadatka O = 5++/3, to dobijemo a=2 (2b),a AB=2,
AD=+/3, CD=1,paje P :¥k. jed.(4b)

(30b)
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XXIV KANTONALNO TAKMICENIJE 1Z MATEMATIKE
za ucenike srednjih skola

ax+b ax-b 2ax+4
x> —ax x?’+ax x?-a?

ax+b ax—-b  2ax+4 ]
x(x—a)+x(x+a)_(x—a)(x+a) /x(xa)(x+a), x#0, |x#a(4b)

(axt+b) (x+a) + (ax-b) (x-a) = (2ax+4) x
(ax+b) x + (ax+b) a + (ax-b) x - (ax-b) a = (2ax+4) x
ax’ +ox + aZ%+ba + ax? sb% - 37X +ba = (2ax+4) x

282+ 2 ba = 2a8°+4x

2ba
X=—
4
ba
X=— 12b
5 (12b)

Da bi rjeSenje x bilo pozitivno to mora biti b-a>0 (4b), a da bi ovaj uslov bio ispunjen
a i b moraju biti istog znaka (4b).

(24b)
4. (a®+b?) =a®+3a'h? +3a’h* +b® =a® —6a’b® +9a’h* +b° —6a’b* +9a'b? =

= (a3 —Babz)2 +(b3 —3a2b)2 (15b), odnosno imamo da je

(a? +b?)* =87 +(\61) =64+61=125, paje a>+b? =5 (5b).
(20b)

Mogucéa rjesenja za Il razred:

1. 2log,(2" -1)+x+log, 3+log 6=0

2 6
log, 6 1 1
log - 6= = = =-2;(3b) 2log.,(2"-1)+x+log,,3-2=0
955 /6 log V61 I (3b) g, ( ) g,
6 IogG? 5

2-%Iogz(2X -1 +x-log,3—-2=0(5b)

Lt P SINPRPCS: =ZT_1@3-22-X =2" -1l .. 2% -2 -12=0(7b)

log,

Uvedimo smjenu: 2* =t (3b), paimamo t*> —t—12=0 (3b)
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XXIV KANTONALNO TAKMICENIJE 1Z MATEMATIKE
za ucenike srednjih skola

+ .4/ .
t, :#:... t,=4;t,=-3 (4b)

Vratimo u smjenu 2* =4 < x =2 (2b), 2* =-3 u skupu R nema rjesenja (2b).
Provjerom dobijemo da je rjeSenje ove logaritamske jednacine je x=2 (2b)

(31b)
2. a) Naosnovu Vietovih pravilaimamo x; + X, =2m-1, x,X, =3m-5 (4b) Kako je

X7+ %, =(X +X%,)° —2xX, (2b), toje (2m—-1)* —2(3m—5)=17 (2b) t].
4m? —4m+1-6m+10—-17=0, §j. 4m*> —10m—6=0, tj. m, :—%,m2 ~3 (5h)

. 1. .
b) x,+X, =2m-1, XX, =3m—-5 imamo m=t% m:LJr5 (4b). Odavde je

(21b)

3. Iz date jednakosti dobijemo
2/CBA = ZCAB + ~ACB =180° — ZCBA = ~ABC =60° (10b)
Prema uslovu zadatka svi uglovi koje gradi tacka P sa vrhovima trougla su medusobno

jednaki, 360° : 3=120°. (5b)
ZPAB = £180° —120° — ZPBA = 60° — /PBA = ZABC — /PBA = /PBC, t.

/PAB = /PBC . (5b)
C

(3b) ’

A

Dakle, A PAB sli¢an je A PBC (imaju po dva jednaka ugla) pa slijedi:

PA_PB 4. PB=PA-PC =188 =144 =12 (6h)

PB PC
(29b)
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XXIV KANTONALNO TAKMICENIJE 1Z MATEMATIKE
za ucenike srednjih skola

4. 2(1+i)z° -4(2-i)z-5-3i=0.

Rjesavanjem kvadratne jednacine po z nalazimo:

_42-1)+/16(2-0) +4-2-(1+i)- (5+3])

Z, 2.0 (5b) , odakle je
, - 4(2—')i\/16(3—_4i)+8(2+8i) _— 4(2—i)i_\/& (6b)
‘ 41+i) ’ 41+1)
4—i 3-5i R |
=T =2 (@) == () (19b)

Visoko,16.3.2019.godine

Mogucéa rjesenja za I1I razred:

1 1
1. 4%-3%.32=3.32 -2%.270 & (10h) < 4* +%4X =3" -(\/§+i3j(6b) , 0dnosno

7
X 3
4 4)2 3
—| =|=| < x=—=(5h). 21b
(3) (5] e x=3em (21b)
2. Primjenjujudi formule: sinx+siny=25inucosx;, tgx=ﬂ,odnosno
2 2 COSX

X+ X—
COSX+COSYy = ZCOSTy CosS y

(6b), imamo:

sing +Sin2a +sin3a +sinda sing +sinda +sin2a +sin3a

COSa +C0S2¢x +C0S3¢x + C0S4ar COSar + COS4a + COS2¢ + oS3

. Sa 3a o
23in52acosw+25in5acosozt 23'”(C032+0052) sinS—a

_ 2 2 B 2 _ 2 .0
- 5¢ 3« 56 a 5a 3 a) Sa '9 2 (175)
2C0S—C0S——+2C0S——COS—  2C0S—| COS— + COS— COS——
2 2 2 2 2 2
(23b)
19
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XXIV KANTONALNO TAKMICENIJE 1Z MATEMATIKE
za ucenike srednjih skola

3. Udaljenost izmedu fokusa je 2e =104/3, gdje je e =+va® +b? (3b), odakle je

a® +b* =75(1) (3b). Iz jednadina asimptota y = ig - X 1 zadanih jednacina asimptota
y=+3.x slijedi 2 =2 @) (ab).
4 a 4

Jednagine (1)1 (2) ¢ine sistem, odakle je a®> =48 i b> = 27 (4b), pa jednacina
hiperbole glasi 9x* —16y* =432 (4b).
RjeSavanjem sistema jednaCina

y= —% XAY= %x A X =4 (3b), dobijemo vrhove trougla O(0,0); M (4,-3);N(4,3)

(4b).
Iz formule za povrsinu trougla 2P = |xl(y2 — V5 )+ X, (Vs = Yy )+ Xs (Y, — Y, )| (2b),
imamo da je P =12Kkv. jed. (4b).
A moze i ovako: u trouglu OMN osnovica je |MN| =6 ivisina h=4,paje
P =12 kv. jed.
(31b)

4. Data nejednakost ekvivalentna je sa xy® + yz® + zx* > x+ y +z (3b). Nakon dijeljenja sa
2 2 2
Xyz dobi¢emo y—+Z—+X—2i+i+i
Z X Yy yz Xz Xy
2 2 2
VAR SR S AR
zZ X Yy Xyz
2 2 2
y—+Z—+X—2x+y+z(7b) ™
Z X
Dokazivanje pocetne nejednakosti svodimo na dokazivanje nejednakosti (*)
S druge strane znamo da za pozitivne realne brojeve a,bvrijedi (a—b)* >0, paje

a® >2ab—b?, pri ¢emu znak jednakosti vazi akko je a =b. Nakon dijeljenja sa b
2

dobijemo % > 2a—b (10b). Tada je
XZ y2 Z2
v s> (2x-y)+(2y-2)+(2z-x)=x+y+2,
y z X

pri ¢emu znak jednakosti vazi ako i samo ako je x=y =2z =1 §td (5b)
(25b)

Vis0ko,16.3.2019.godine
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XXIV KANTONALNO TAKMICENIJE 1Z MATEMATIKE
za ucenike srednjih skola

Mogucéa rjeSenja za IV razred:

_ X+1 ) 2t+1 . )
1. Ozna¢imosa t = —2 (2b), tada je X = t—l t #1 (3b). Data jednakost postaje

f(t)+3f(1]: 2tt+11’ t=0t=1 (@b ()

t _
Ako u jednakosti  (*) umjesto t pisemo % dobijemo  f (%J +3f (t) = 21t +1 ==
=-1
t

= f (%) +3f (t) = i—tht (4b) (* *) Ako jednakost (* *) pomnozimo sa 3 i oduzmemo od (*) dobijemo

_8f(t)=M_3ﬁ (7b). Odavde slijedi f(t)—%,tj. f( )::(x:rz)
(23b)

t-1 1-t
2. 1z uslova zadatka imamo a+c=2b i a’c®* =b* (2b). Iz prve jednacine je a=2b—c
(1b). Uvrstavanjem u drugu jednacinu dobijemo (2b — C)2 .¢* =b* (2b), tj.
c* —4bc® +4b%*c? —b* =0 (@b)

Pri dijeljenju jednakosti (*) sa b4( b# 0) (2b) dobijemo

C4 C3 C2
Sl 4 ) w4 2| 120 » @
(bj (b) " (bj O

Smjena: E—y(lb)
jena b

y'—4y* +4y* —1=0

y'-1-4y*(y-1)=0

-0+ D07 +n-4y?]=0

y—1=0vy>-3y’+y+1=0

Y, =1 (1b) . pogodimo jedno rjesenie j-ne y> —3y* +y+1=0 ,t0je Y, =1(2b)
(Y =3y’ +y+D):(y-)=y*-2y-1

y>—-2y-1=0
y3v4zli\/§

Rijesimo sada

(4b)

Rjesenja jednacine (*) Cetvrtog stepena po B su :

2
c
11+~/2.1— /2 (3b) sto znacs da je trazeni kolicnik o7 dednak

1,(1+\/§)2:3+2\/§,(1—\/§)2:3—2\/§.(5b) (30b)
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XXIV KANTONALNO TAKMICENIJE 1Z MATEMATIKE
za ucenike srednjih skola

3. Prema uslovu b) A i Bsu zajedno jednaki sa Ci D (4b), a po uslovu c) A i D su jaci
nego Bi C(4b). Iz ova dva uslova slijedi da je D jaci nego B (4b). Iz uslova c) tada
slijedi da je A jac¢i od C (4b). Zbog uslova a) B je jaci od A i C (4b), pa je prema tome
redoslijed po snazi sljedeci: prvi je D, drugi B, tre¢i A icetvrti C.(2b)

(22b)
.oox*=a* _ . xX*-a*+a*-a* _,. x*-a* .. aa!ax—a_l!
4 = = - =(5b) =
I!LTa] X—a I![D X—a I!Era] X—a I![L] X—a (5b)
(a+X a)a a aa(l-i-X;a) —-a?
I Y % _a%lna=|j —a*lna=(5b
I)!aa X—a I)![Il] X—a ( )
(1 x—aj i
=lima™ xaia —a’lna=a*"'-a—a%lna= a%-Ina)(15b)
a
(25b)

Dodatni zadatak za prvi razred:

2X+15

Za koje vrijednosti promjenljivih x i y Ce razlika izraza i 1%(y -1)

3
X+5—
4 piti za 0,125 vedi od 3y?

biti 3 puta manja od izraza 2(5-2y), a izraz

Dodatni zadatak za drugi razred:
Naci najveéu vrijednost razlike x —y ako je 2x* +2y®> =x+Yy ,pricemusu X i y

realni brojevi.

Dodatni zadatak za treéi razred:

Odrediti koordinate tacke A koja je simetri¢na tacki B(5,-2) u odnosu na pravu 3x-2y-6=0.

Dodatni zadatak za éetvrti razred:

Dokazati metodom matemati¢ke indukcije da je broj 4*" —3°" —7 djeljiv sa 168 za svaki
prirodan broj n .

22

Visoko, 16.3.20109.



