KANTONALNO TAKMICENJE 1Z MATEMATIKE
ZA | RAZRED

1. Koliko najvise ravni odreduju tri paralelne prave i pet razlicitih tacaka od kojih su tri
kolinearne?

(27b)

2. Dat je pravougli trapez ABCD , pri cemu su 44 = 4D = 90° i1 AB || CD, takav da je
BC = AB + CD. Neka je E tacka na pravoj AB takva daje A izmedu E i B i AE = 4CD.
Dokazati da je 4EDB = 90°.

(28b)

3. Rijesiti po x sljedecu jednacinu:
|x — 1| + |x — 2| +|]x — 3| = 18.
(23b)

4. Na ispitu je 21 ucenik rjeSavao tri zadatka. Prvi i drugi zadatak rijesilo je 6 ucenika, drugi 1 treci
zadatak 7 uCenika, a prvi i tre¢i zadatak 11 u€enika. Pokazati da postoje bar dva ucenika koji su
rijeSili sva tri zadatka i da postoji bar jedan ucenik koji je rijesio najvise jedan zadatak.

(22b)

Vrijeme predvideno za izradu zadataka je 120 minuta.
Dozvoljena je upotreba samo pribora za crtanje i pisanje.
RjeSenje svakog zadatka jasno obrazloziti.
Mnogo uspjeha u radu!

Zenica, 9. mart  2024. godine



Mogucéa rjeSenja zadataka za | razred

1. Ovdje ¢emo koristiti teoreme o odredenosti ravni: dvije paralelne prave odreduju jednu ravan;
prava i tacka van nje odreduju jednu ravan; tri nekolinearne tacke odreduju jednu ravan (3b).

Tri paralelne prave odreduju najvisSe tri ravni (svaki par po jednu) (6b).

Svaka od pet tacaka sa proizvoljnom od tri prave odreduje najvise jednu novu ravan §to je najvise
5.3 =15ravni (7b).

Konacno, pet tataka od kojih su tri kolinearne odreduju najvise pet ravni. Naime, ako sa A1, Az, Az
ozna¢imo kolinearne tacke, a sa A4 i As preostale dvije, onda A1, A2, Az odreduju jednu pravu koja
sa preostale dvije tacke odreduje najvise 2 ravni (4b), i tacke As i As sa taCkama A1, A2, Az
odreduju najvise 3 ravni. (svaku ravan odreduju tacke A4, As i jedna od tacaka A1, Az, Az) (4b).

Konaéno, tri paralelne prave i pet tacaka od kojih su tri kolinearne odreduju najvise
3+15+5= 23 ravni (3b). (27b)
2.

(4b)

Nacrtajmo sliku prema uslovima zadatka. Ozna¢imo sa C podnoZje normale iz tacke C na pravu
AB. Neka je AB=a, AC'=CD=b1CC=AD = h. (4b)

Primijenimo Pitagorinu teoremu na trouglove CC'B, BAD i EAD:
h?=(a+b)? — (a-h)? =4ab (4b); BD? = a® +h? =a + 4ab (4b); DE? = (4b)? +h? =16b? +4ab (4b).
Najzad, kako je BD? + DE? = a? +8ab +16b? = (a + 4b)? =BE? (4b) to iz

obrnute Pitagoreve teoreme u trouglu BDE slijedi da je ABDE=90°. (4b) (28b)



x-1 - + + +

X-2 - - + +

X-3 - - - +
(Sb)

Razlikujemo sljedece slucajeve:
a) posmatrajmo interval xe(—oo, 1), tada jednacina glasi:
—(x-1)—-(x—-2)—(x—-3)=18
—-x+1—-x+2—-x+3=18
—3x =12
x = —4 € Dp (4b)
b) posmatrajmo interval xe[1, 2), tada jednacina glasi:
x—1—(x—-2)—(x—-3)=18
x—1—-x+2-x+3=18
4—-x=18
x = —14 ¢ Dp (4b)
c) posmatrajmo interval xe[2, 3), tada jednacina glasi:
x—1+x—-2—-(x—3)=18

x =18 & Dp (4b)

d) posmatrajmo interval xe[3, +), tada jednacina glasi:
x—14+x—-2+x—-—3=18
3x —6=18

x =8 € Dp (4b)

RjeSenje zadatka je x = —4 i x = 8 (1b). Kad ove vrijednosti uvrstimo u datu jednacinu dobiju se
istinite jednakosti. (1b)

(23b)



4. Oznac¢imo sa A4, B, C, redom, skupove ucenika koji su rjeSavali prvi, drugi, tre¢i zadatak, redom.
Oznacimo sa

x=(ANB)\C, y=(BnNC)\A4 z= (AnC)\B
brojeve ucenika koji su rjesSavali tacno dva zadatka,
sa t =ANBnNC,brojucenika koji su rjesavali sva tri zadatka i
sa u broj ucenika koji su rijesili najvise jedan zadatak. (7b)
Iz uslova zadatka imamo
x+t=6y+t=7z+t=111i x+y+z+t+u=21. (6bb)
Oduzimanjem cetvrte jednacine od zbira prve tri dobijemo
2t =u + 3. (4b)
Odavde je ocigledno t>2 i u =1 (jer je u =2t — 3 neparan broj). (6b)

(22b)



KANTONALNO TAKMICENJE IZ MATEMATIKE

ZA 1l RAZRED

1. Za koje vrijednosti realnog parametra m jednacina
x> —(M+Dx+2m—-4=0

ima realna rjesenja, a da pritom zbir njihovih kvadrata bude najmanji mogué?

(28b)

2. Odredi sve kompleksne brojeve z za koje vazi

lz| = |z—=2i] | |z—1|=1.

(22b)

3. Rijesi sljedecu jednacinu :

1 1
\/x— ;—\/1—;_1—— . (x#0)

(26b)

4. DuZine dviju visina trougla su 16 1 22. Pokazati da je duzina trece visine manja od 59.

(24b)

Vrijeme predvideno za izradu zadataka je 120 minuta.
Dozvoljena je upotreba samo pribora za crtanje i pisanje.
RjeSenje svakog zadatka jasno obrazloZiti.
Mnogo uspjeha u radu!

Zenica, 9. mart 2024.godine



Moguca rjeSenja zadataka za Il razred

1. Nekasu x, i X, rjeSenje postavljene jednacine. Iz Vijetovih formula imamo
X, +X, =m+1ix-x,=2m—-4 (4b)

Prema tome slijedi

X7+ %, = (X, + %) —2x%, =(m+1f —2(2m—4)=m? —2m +9. (8b)
Posmatrajmo kvadratnu funkciju f(m)=m?-2m+9.

Posto je D =4-36=-32= D <0ia > 0 (6b)

-(=2)
2

to funkcija m* —2m+9 ima minimum (u tjemenu) u tacki m = =1 (4b) i tada vazi x? + x2

=8 jer je f(m) = x? + x2 = == = 8,tj. Tyn (1,8). (3b)

Posto je m = 1 jednadina iz postavke glasi x? — 2x —2 = 0. Njena rjeSenja su zaista realna (
diskriminanta je pozitivna (—2)2 -4- (—=2) = 12 > 0) . Rjesenje zadatka je

m=1 (3b). (28b)

2. Nekaz = a + bi, gdjejea,b € R, zadovoljava dati sistem jednacina (2b). Tada iz prve
jednadine zakljucujemo |a + bi | = |a + (b — 2)i| (2b) odnosno

Vaz +b% = (a2 + (b — 2)2, (4b)

Pa je poslije kvadriranja b = 1 (7b). Zamjenom u drugu jedna¢inu dobijemo
1= |(a—1)+i|,odnosno 1= \/m, tj. a = 1 (5b)

Dakle jedno rjesenje datog sistema jednacina je z = 1 + i (2b)

(22b)

2 —_—
3_\/x_l_\/1_l:1_l@ /x2—1_ ,x;lzx_—1<:> X—l_\/x—l_(\/x 1)220@
X X X X X X X X X

"x;l(x/m—l— /"x;l)z()@ "7‘1=0v<\/x+1—1— x7_1=0>=>(4b)

Iz prve jednacine /x7—1 =0 x =1.(2b)

Iz druge jedna¢ine imamo:vx +1—1 — logoVr+i- %‘1:1/2

X



ox+1-2VxF1 [F2¥ o102 o x+1 - 2vx F1- 21 21 (op)
x x Vx Vx x
Vx—1-v/x =x-1
x+1-2Vvx+1- . + . =1 /-x,x+0 (2b)

x2+x—2Vx2—1 -Jx +x—-1=x
x2-1-2Vx2—1 ‘Vx +x=0e (Vx2—1-Vx)’=0e Vx2—1—+x =0 (4b)
D.p.: x2—1>0 Ax >0 (uslovzadatkax #0) © |x|=>1Ax >0 &

©x21vxs -1 Ax>0 ©x>1(4b)
Rije$imo sada jednatinu Vx2—1—+/x=0

V1=V

x?—x—1=0

1+V5
X12 =75
1-+5
xl = 2 $ Dp
_ 1+/5

Xy 5 € D.p. (5b)

1+v5
2

Rjesenja zadatka x; =11 x, = (1b)

(26b)

4. Neka je h, = 16, h, = 22.Tada je

p=%%_ b2 CThC (6b) Odavde je a = g, b= —,c= i—P (6b).

11

Kako je svaka stranica veca od razlike druge dvije stranice (4b) to je

c>a-—b>b, tj. zb >

P P 2P
he ~ 8

2 3P . 176
TR e >t 176P > 3Ph, = h, <Tpajehc<59(8b)

Sto je i trebalo dokazati. (24b)



KANTONALNO TAKMICENJE IZ MATEMATIKE

ZA 11l RAZRED

1. Dijagonale trapeza dijele trapez na Cetiri trougla. Neka su povrsine trouglova uz osnovice

P,. Dokazati da za povrSinu trapeza vrijedi relacija

P = (/R +.PR)’

(25b)
2. Dokazati jednakost:
tga + tg(60°+a) + tg(120° + a) = 3tg3a .
(25b)
3. Neka realni i pozitivni brojevi a i b zadovoljavaju jednakost
log(1+ a?) —loga — 2log2 = 1 —1og(100 + b?) + logh.
Nacdi vrijednost sume a + b.
(28b)

P

4. Putanja Zemlje oko Sunca je elipsa sa Suncem u jednom fokusu (zaristu). Udaljenost Zemlje od
Sunca u perihelu (tacki u kojoj je Zemlja najbliza Suncu) priblizno iznosi 147 miliona
kilometara, o udaljenost u afelu (tacki u kojoj je Zemlja najudaljenija od Sunca) iznosi 152

miliona kilometara. Koliki je numeri¢ki ekscentricitet € Zemljine putanje?

(22b)

Vrijeme predvideno za izradu zadataka je 120 minuta.
Dozvoljena je upotreba samo pribora za crtanje i pisanje.
Rjesenje svakog zadatka jasno obrazloZiti.
Mnogo uspjeha u radu!

Zenica, 9. mart 2024. godine



Mogucéa rjeSenja zadataka za III razred

h (5b)

Iz sli¢nosti trouglova ABO i CDO slijedi:

asc=h;:h, = c-hy=a-h, = hlzg-hz(sb)

Nekaje P1 = PAABO y P2= PACDO i h = h1+ h2 (3b). Tadaje

:u+a h2+ﬂ= u+2+u+c_2=
2 2 2 2 2 2
[
—h . . .
=S th)+ =+ 2=y + ) + 2+ 2=y hy) + S (g +hy) =

a C a+C
=(h +h)-+7)=——"h=P(12)

2 2 2 (25b)
2. tga +tg(60°+a) + tg(120° + a) = 3tg3a

° ° tg60°+t tg120°+t 3+t
tga+tg(60 +a) +tg (120 +a) = tga+ e S = tga
+oV3Htga
1+V3tga -

_ V3+3tga+tga+y3tg?a—/3+3tga+tga—/3tgla _ stga 8 _
“tga + 1-3tg2a =tga+ 1-3tg2a tga (1 + 1—3tgza) -

1-3tg?a+8 _ 3-tg?a

=tga-
9 1-3tg2a 1-3tg2a

= 3tg3a . (18b)



2tga 2tgx +tga—tg3a

+tga 3
; _ _ tgla+tga _ 1-tgla _ 1-tg2a __ 2tgattga-tgia
Jer JE (tg(3a’) - tg (20: + a) - tg2a-tga - 1— 2tga taa — 1-tg?a-2tg?a 1-3tg2a -
1-tg%aJ “itg?a
_ 3tga-tgda _  3-tg*a ) (7h)
1-3tg2a 1-3tg2a
(25b)

3. log(1 + a?) — loga — 2log2 = 1 —1og(100 + b?) + logh.
log(1 + a?) + 1og(100 + b?) = loga + logh + log2? + log10 (1b)
log (1+a?) (100 + b?) = log40ab < (1 + a?)(100 + b?) = 40ab  (x)(4b)
Jednakost ( * ) se transformise u jednacinu ( kvadratnu po a) :

(100 + b?)a? — 40ab + 100 + b% = 0 (2b)

_ 40b+./ (40b)2— 4(100+b2)2
%2 = 2(100+b2) ()

(3b)
Posto je a € R* tomorabiti D > 0 (3b), tj. D = b? —4ac; D = (40b)? — 4(100 + b?)? &
& D = (40b + 2(100 + b?))(40b — 2(100 + b?))
D = 2(20b + 100 + b?) 2 (20b — 100 — b?)
—4 (b2 +20b + 100)( b% — 20b + 100) = 0
(b +10)2 (b —10)2<0 (7h).

Ovdje jedino vrijedi jednakost ako je b = 10 (jer je b > 0) (3b),tada je iz (**) a=1(3b) tj. a+b =
11 (2b).

(28b)

(Sb)

&
\

Oznac¢imo sa m = 147 000 000 km = 1,47 - 108km,asan = 152 000 000 km = 1,52 - 108km (2b)

m+n

Saslike jem+n=2a =a= — (2b). Racunajmo linearni ekscentricitet elipse (slika) :



m+n

n—m
m+e=a >>e=a—-m >e= —m:>e=T(4b)

Numericki ekcentricitet £ Zemljisne putanje je: € = 2 sE=-2-oc="""=

_ 1,52 - 108km — 1,47 - 108km _ (1,52 — 1,47) - 108km _152-147 0,05 100

5

T 147 -10%km+ 1,52 - 108km (147 + 1,52)km 147+ 152 2,99 100 299

. o 5
Znaci € = 795 (9b). (22b)



KANTONALNO TAKMICENJE I1Z MATEMATIKE

ZA IV RAZRED

1. Za ekipu jedne Skole u Sahu treba izabrati tri takmicara od 11 kandidata medu kojima je 6 djecaka
1 5 djevojcCica. Na koliko nacina se to moze uciniti ako se zna da u ekipi mora biti bar jedna
djevojcica?

(24b)
2. U aritmetickom nizu prvi ¢lan je negativan i iznosi —405, a razlika u ovom nizu je
18. Suma apsolutnih vrijednosti prvih n ¢lanova ovog niza iznosi 5661. Nacin .
(28b)
3. Odredi grani¢nu vrijednost
. lim( - + 5—;+---+m).
(20b)
4. Nekaje f(x) = 111:1((6;2111)' 0 < a < b.Dokazati da je funkcija f(x) rastu¢a na intervalu ( 0, o).

(28b)

Vrijeme predvideno za izradu zadataka je 120 minuta.
Dozvoljena je upotreba samo pribora za crtanje i pisanje.
RjeSenje svakog zadatka jasno obrazloZiti.
Mnogo uspjeha u radu!

Zenica, 9. mart 2024. godine



Moguc¢a rjeSenja zadataka za IV razred

1. Po uslovu zadatka ekipa se moze sastojati od: tri djevojcice, dvije djevojcice i jednog djecaka, ili
jedna djevojcica i dva djecaka. (6b)

U prvom slucaju ekipa se moze odabrati na % = 10 nacCina. (5b)
U drugom slucaju ekipa se moze odabrati na % -6 = 60 nacina. (5b)

U trec¢em slucaju ekipa se moze odabratina 5 - %5 = 75 nacina. (5b)

Dakle, ukupan broj nacina da se ekipa odabere je 145. (3b)
(24b)

2. Kako je 405 =18- 22 +9 (2b), to je azs= - 405 +18 -22 =— 9 (3b), a2« = 9 (2h).

405+9

Kako je |a;| + |a,| + -+ + |ay3| = >

+23 =207 -23 = 4761 (5b), to sada imamo

a24 + a25+...+an == 5661 - 4‘761 - 900 (Sb)
Neka je u posljednjoj sumi k sabiraka. Kako je
an=9 +18 (k-1) = 18k —9 (3b), to imamo jednacinu

9+(18k—9)

—— -k = 900 (4b) < 9k? = 900 & k? = 100, te k=10 (3b).

Zato je n= 23+k=23+10=33 (3b) (28b)

3. liMpoe (To+ oot -

)=
9-13 (4n+1)-(4n+5)

T 1\ _1_ 1 _5-1_4 _1
Posto vrijedi daJeZ (1—;)— =

1 1 1 1
_-(___)=———=—=—=—=_...(5b)
4 5 9 20 36 180 180 45 5:9

Analogno mozemo naci i sve ostale sabirke, pa je

, 1.1 1, . 1.1 1.1
*= limn e Z(I_/%-I_/é _/g +/§_/£A3+ ot Vné B 4-n+5) o llm”"°°4 (1 4—n+5) - 4(1Ob)

(20b)




4. Dovoljno je pokazati da je prvi izvod funkcije f(x) pozitivan na intervalu ( 0, +o) (4b). Imamo
daje

1 1
ax+1aln(bx+1)—mbln(ax+1)
x p— —_—
f) In%(bx + 1)
aln(bx+1)-(bx+1)—b--In(ax+1)-(ax+1)
_ (ax+1)-(bx+1) __a:(bx+1)In(bx+1) —b-(ax+1)-In(ax+1) (Gb)
- In2(bx+1) - (ax+1)(bx+1)In? (bx+1)

Oznacimo sa g (x) brojnik poslednjeg razlomka.
g(x) = a(bx + 1) In(bx + 1) — b(ax + 1) In(ax + 1) (2b)

Odredimo g’ (x).

g (x) = [a(bx + D] In(bx + 1) W — [b(ax + 1] In(ax + 1) — — ax1+1 :
W ‘a-(In(bx + 1) —In(ax + 1)) = a-b-lnfw’:i

bx +1 &b
+1( )

, =a-b-1
gx)=a-b nax

Posto je 0 < a < b imamo da je g'(x) = abln% > 0 za x € (0,+) (4b). Prema tome funkcija
g(x) raste na intervalu (0, +o0) (2b). Kako je g(0) = 0,to je g(x) > 0 za

x € (0,4) (2b).Tadajei f'(x) > 0 za x € (0, +), tj. funkcija f(x) raste na tom intervalu
(2b).

(28b)



