KANTONALNO TAKMICENJE 1Z MATEMATIKE
ZA | RAZRED

ZADACI

1. Dosavsi u hotel, putnik zatrazi no¢enje. Novac nije imao, ali je zato imao zlatni lanac sa Sest karika.
On rece vlasniku da ¢e mu za svaku no¢ platiti po jednu kariku. Vlasnik se sloZi s tim da samo
jedna karika na lancu moze biti prerezana, a ostale Citave. Nakon kra¢eg razmisljanja putnik
pristane. Svaki dan mu je davao samo jednu kariku i samo jedna karika je bila prerezana, a ostale
¢itave. Kako je to moguce?

2. Nadéi sve nenegativne cijele brojeve a, b, ¢, d za koje je
a’+b’+c?2+d*+ab+bc+cd+ad=8.

3. U XIH vijeku arapski matemati¢ar Abu Hasan je objasnjavao kako se sigurno moze utvrditi da li je
dati ugao ABC ostar, tup ili prav. Abu Hasan predlaze da se nacrta krug prec¢nika AC, pa prema
tome da li je tacka B van kruga, u krugu ili na krugu, donosi se zaklju¢ak da je ugao ABC ostar, tup
ili prav. (Vidjeti sl. 1, 211 3). Dokazati ili opovrgnuti Abu Hasanovu konstataciju.

si1. sl.2. sl.3.

4. Dokazati da broj n®+ 1 nije djeljivsa 3 niza jedan prirodan broj n.

Vrijeme predvideno za izradu zadataka je 120 minuta.
Dozvoljena je upotrba samo pribora za crtanje i pisanje.

Svaki zadatak nosi po 25 bodova, a rijedenja je potrebno detaljno obrazloziti.

Mnogo uspjeha u radu!

Visoko, 23.03.2013.godine.
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KANTONALNO TAKMICENJE 1Z MATEMATIKE
ZA Il RAZRED

ZADACI

1. Nadite sva rjieSenja jednacline

(6x + 7)% (3x + 4) (x + 1) = 6.

2. Odrediti sve kompleksne brojeve z = x + iy, X, y €R, koji su konjugovani

svom kvadratu.

3. Duzine stranica trougla su a, b i c, a veli¢ine uglova naspram stranice b i c su f =50°iy = 100°.

Dokazati jednakost

ab=c?-b?

4. RijeSiti eksponencijalnu jednadinu

27— +

2*—2| =1,

Vrijeme predvideno za izradu zadataka je 120 minuta.
Dozvoljena je upotrba samo pribora za crtanje i pisanje.

Svaki zadatak nosi po 25 bodova, a rieSenja je potrebno detaljno obrazloziti.

Mnogo uspjeha u radu!

Visoko, 23.03.2013. godine
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KANTONALNO TAKMICENJE 1Z MATEMATIKE
ZA Il RAZRED

ZADA CI

1. Dati su realni brojevi a, b, ¢ veci od 1. DokazZi sljede¢u nejednakost

loga be + log;, ca + log. ab 2 4(logyp € + 10gy: @ + 10gca b).

2. Akoje

cosa + cosP =a, sina + sinB =b, a® + b> # 0, odredi cos(a + B).

3. Rijesiti jednadinu

Vx+1 + Y3x+1 = 3\/x—l.

4. Jedan ugao trougla je dva puta veci od drugog, a razlika duzina njima naspramnih stranica je 2cm.
Treca stranica trougla je 5cm. Naci povrsinu trougla.

Vrijeme predvideno za izradu zadataka je 120 minuta.
Dozvoljena je upotrba samo pribora za crtanje i pisanje.

Svaki zadatak nosi po 25 bodova, a rjeSenja je potrebno detaljno obrazloziti.

Mnogo uspjeha u radu!

Visoko, 23.03.2013. godine.
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KANTONALNO TAKMICENJE 1Z MATEMATIKE
ZA IV RAZRED

ZADACI

1. Za svaki prirodan broj n funkcija f : N — R zadovoljava uslov
f(1) + f(2) +...+ f(n) = n f(n).

Ako je f(1) = 2014, odredite f(2013).

2. Poluprecnik upisane kruznice u pravougli trougao ima duzinu 1, tj. r =1, a hipotenuza duzinu c.
Dokazati da je

022+2\/_2—.

3. Odredi ¢lanove a4, a,, a;, a4 aritmetiékog i by, b,, bs, b, geometrijskog niza ako je a; +b; =23, a;
+b,=21, az;+b3=22 1 a;+b,=29.

4. Matemati€kom indukcijom dokazi da vrijedi jednakost

: n+l
COSX-COS2X ... cos2" X = —531-1%—" (gdieje n=0,,2,...).
2" sinx

Vrijeme predvideno za izradu zadataka je 120 minuta.
Dozvoljena je upotrba samo pribora za crtanje i pisanje.

Svaki zadatak nosi po 25 bodova, a rieSenja je potrebno detaljno obrazloziti.

Mnogo uspjeha u radu!

Visoko, 23.3.2013. godine
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Kantonaino takmicenje iz matematike
Moguca rjesenja zadataka za 1. razred
e

1. Prerezana je treéa karika, tako da smo dobili jednu slobodnu (prerezanu), dvije vezane i tri vezane.
Prvi dan mu je dao jednu (slobodnuy) kariku.

Drugi dan mu je dao dvije vezane, a vlasnik mu je vratio jednu.
Treéi dan mu je dao tri, a ovaj mu je vratio dvije.

Cetvrti dan mu je opet dao samo jednu.

Peti dan mu je dao dvije a ovaj mu je vratio jednu.

Sesti dan mu je dao jednu.

2. Datu jednakost pomnoZimo sa 2 pa imamo
(a+b)?+ (b +c)?+(c+d) +(d+a)’=16.

Buduéi da su a, b, ¢, d nenegativni 6ijeli brojevi, odavde slijedi samo jedna mogucnost:
a+b=2b+c=2 c+d=2 d+a =2, sto daje sljedeca rjesenja:

a=b=c=d=11ii a=0=¢,b=2=d ili a=2=¢c,b=0=4d.

3. Sluéaj pravog ugla (slika 3.u zadatku) poznat nam je {periferijski ugao £iji je centralni ugao 180°). U
slugaju ostrog ugla uogimo tatku D (nacrtaj na slici 1.) u kojoj jedna stranica, recimo AB, sijece
polukrug (slika1.). Ugao ADC je spoljasnji ugao za trougao BCD, pa je ugao CBD maniji od ugla
ADC nad pregnikom, dakle pravim uglom, pa slijedi da je ugao ABC oétar. Sli¢no postupamo u
sluéaju tupog ugla (slika2.). Znaci Abu Hasanove konstatacije su ispravne.

4. Prirodan broj n moze biti oblika
3k, 3k—1ili 3k-2,

za neki prirodan broj k. Ako je n = 3k, tada je n? + 1 = 9k* + 1, §to nije djeljivo sa tri. Ako je n =3k -1,
tadaje n®+ 1= (3k - 1)2+ 1 = 3(3k? — 2k) + 2, $to nije djeljivo sa 3. Akoje n=3k -2, tadaje n*+ 1=
(3k - 2)* + 1 = 3(3k? — 4k + 1) + 2, $to takode nije djeljivo sa 3. Time je ovaj dokaz u potpunosti zavrsen.

Visoko, 23.03.2013. godine
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Kantonalno takmicenje iz matematike
Mogucéa rjeSenja za Il razred:
1. Jednadinu zapi$imo u obliku
(6x + 7)° (3x + 4) (3x + 3) = 18.

Supstitucijom t = 3x + —2— dobijemo jednadinu (2t)2 (t+ 5) (t- 5 ) = 18, a sredivanjem 4t' £ -18=0.

9 3
Rjesavanjem bikvadratne jednacine dobijemo: t?= Z = tio=+¢ 5 D P=-2 tz3a== i«/_2_

Kad vratimo u prvobitnu smjenu dobiju se ova Cetiri rjeSenja:

7 3 S 5 7 2
X+ —=— =D x1=--,inasliannalinxy=- —;Xg4=~ — =& .
2 3 6 3
2. Kakoje z=x—-yi i Z2=0¢—y)+2ixy, iz z=2 sliedi
x=xX -y i -y =2xy.
Iz druge dobijene jednacine slijedi da ili je y=0ili x=~- —2— .

1° Ako je y = 0 prva jednagina postaje x = X, tj. x € {o, 1}.

1 3 -3 3
2° Ako je x = - — , prva jednagina postaje y*= — , tj.y € {——, — }.
0 je x 2p j ina postaje y 41y€{2 2}
Dakle rieSenje zadatkaje z€e{0,1,- — - ﬁi,— —1— + ﬁi}.
2 2 2 2

3. Simetrala ugla kod vrha C trougla ABC sijeée stranicu 4B u tagki D. Oznagimo x = !BDl .Tadajei ICD‘ =xjerje
trougao BCD jednakokraki. Trouglovi ABC i ACD su sliéni (isti uglovi) pa je '
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|BC| _|c4] |45 La_ b
cp| 4D |4

a
. Odakle slijedi x= —ic(c—-x) = b?. Pa imamo
C

>l e

X Cc—X

a
c(c————)=b2' ab=c?-b’
c

4. Kakoje [2° —l| = {2 -1, x20 i —(2" -1), x<0};

sliedece oblike za razlicite x:
a) x<0: -(2° -1)= (2 2)=1& 2°=1 & x = 0 $tozbog zahtjeva x < 0 neéemo prihvatiti kao rjesenje,
b) Osx<1: 2¥ -1—(2" -2)=1 <> 1 =1, paje rjedenje svako x koje je 0sx <1;

) xz1 2¥-1+2°2=1< 2°=2 <> x=1. Dakle, svako x 5[0,1] je rje$enje jednadine.

2 —-2‘ ={2" -2, x21 i—(2.x -2), x<1} tada data jednadina ima

Visoko, 23.03.2013.godine.
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Kantonalno takmicéenje iz matematike

Mogucéa rjeSenja za Ill razred:

log x
logy

Neka je x = loga, y = logb, z = logc. Zbog a,b,c > 1 vrijedi x,y,z > 0. Polazna néjednakost moze se
napisati u ekvivalenthom obliku

1. Zaxy > 1 vrijedilogy x =

ytz oz+x x+y o 4x N 4y . 4z

X y z  y+z z+x x+y

Dovoljno je pokazati

z
_—2
y x+y

Z4 (ova nejednakost slijedi iz A — H nejednakosti)
X

Sredivanjem dobijemo z (x —y)?= 0, $to vrijedi. Zato vrijedi i polazna nejednakost.

2. Kvadrirajmo date jednakosti

a® = cos’a + cos’B +2 cosa cosP

b® = sin“a + sin’f + 2 sina sinf
Sabiranjem i oduzimanjem ovih jednakosti imamo:
a’ + b® = 2 + 2(cosa cosP + sina sinB) = 2 + 2cos(a-B) = 2(1 + cos(a-B))

a’-b*=cos’a-sin?a + cos’B— sin’ B + 2(cosa cosPp - sina sinB) =

cos2a + cos2B + 2cos(a + B) = 2 cos(a +B) - cos(a — B) + 2cos(a + B) =

2cos(a + B)-[cos(a—B) + 1].

Buduéi daje

2 2
cos(a—g)+1=2+?

# 0, dobijemo daje

2 2
a” ~b
cos{a + = .
@+ a’ +b?
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3. Na osnovu poznate jednakosti

(@+b)’=a’+3a’b+3ab’+b’uzimajuti a=Vx+1, b=33x+1,imamo da vrijedi

Y+l + PBx+l =3x-1/17 *)

Kad (*) kubiramo imamo x + 1 +33x +1 i/3x+1( VYx+1 + i/3x+l)¥3x+1=x-1

{

Zamijenimo ovo u zagradi na osnovu (*) sa i/x -1 imamo

ax +2 +33/x+1 A3x+1 ¥x -1 = x— 1 sredivanjem imamo

Y+ DBx+D(x—1) =(x+1) P

(x+DBx+1)(x-1) = - (x+1)°

(+1) [Bx +1)(x = 1) + (x +1)* | = 0.Sredivanjem imamo (x+1)[4x2] = 0
& (= -1 ili %= 0)

Medutim neophodna je provjera. Naime, x, = 0 nije riesenje jednacine (*); ono se pojavilo kao rezultat
zamjene lijeve strane jednacine (*) sa desnom stranom koja nije identicki jednaka. Dakle riesenje je

X =-1.
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Neka je BD simetrala veceg ugla. Tada je AABD jednakokraki, a AABC i ABDC sli¢ni. Dakle,

a+2-x _ a+2 _ a

a a+2—x

a
X 5

Iz prve jednacine dobijemo

. d(a+1)y . . : " . .
X = da+2) aizdruge x= (a+l) izjednacCavanjem dobijemo da je a = 4. Stranice trougla su 4 cm,
a+5 a+?2
6 cm, 5 cm. Povrsina trougla P = 1—5;?; cm?.
Visoko, 23.03.2013. godine
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Kantonalno takmicenje iz matematike

Moguca riesenja za IV razred:

1. Oduzimanjem datih jednacina za n i n-1

f(1) +f(2) +...+ f(n) = n*f(n) i f(1) +(2) +...+ f(n-1) = (n-1)2 f(n-1), dobije se

f(n) = N2 f(n) = (n-1)*f(n-1),... f(n) = —(k—l-){—(ln-_-ll za n22. Odavde slijedi
n
n—1 n-1 n-2 n-1 n-2 n-3 4 3 21
TR T nil 7 a1 65 43"
21 (D)
n(n+1)

f(1) =2014 za n=2013 dobijemo

#2013) = 2-2014 _ 2
2013-2014 2013
2. Imamoc?=a’+b% ter= a+l2)_c,tj. a+]2)_c =1=a+b=2+c.

Iz o¢igtedne jednakosti

ab = (a+b)’ —2(a2+b2-)

=>2ab = (2+c)’~c* =ab=2+2c.

Iz {a+b=2+ciab=2+2c} =dasuaib riedenja kvadratne jednagine
P—(c+2)t+2+2c=0, Cija diskriminanta mora biti nenegativna, tj. D = 0
(jer a,b € R" pa slijedi

D=(c+2)%-4(2+20)=c?—4c—-420 =c22++8 = c22+24/2
(jer je ¢ > 0). .

Jednakost vrijedizaa=b =2 +242 (Jednakokraki — pravougli trougao).
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3. Ako je d razlika navedenog aritmetickog niza a g koliénik datog geometrijskog niza, gornji sistem
jednacina je ekvivalentan sa

a, +by =23, a;+d+bg=21, a;+2d +b;g*=22 i a;+ 3d + b,g* = 29. Oduzimanjem prve od

druge, druge od trece i treCe od Cetvrte jednacine dobijemo ekvivalentan sistem

a;+by =23, d+by(q—-1)=-2, d+bgq(q-1)=1 i d+big*(q-1)=7. Oduzimanjem
druge od trece i trece od Cetvrte jednadine dobijemo ekvivalentan sistem

a;+b; =23, d+by(g—-1)=-2, by(q- 102 =3 i biq(q — 1)? = 6. Posto su vrijednosti
by =0iq = 1isklju¢ene, dijelienjem Cetvrte sa treCom jednadinom konaéno dobijemo ekvivalentan sistem
a;+b; =23, d+by(q—1)=-2, by(q-1)°=3 i q=2. Rjedenje posliednjeg sistema je
g=2, by,=3, d=-5 ia; =20, odakle se dobije da su trazeni nizovi.
a; =20, a,=15, a;=10, as;=5;
bi=3, b=6, by=12, b,=24.

4. 1° Za n=0 jednakost je taéna jer vrijedi
sin2x _ 2sinxcosx

COsSX= =COsXx

2sinx  2sinx
2° Neka je jednakost taéna za n=k >0, tj. -
sin2"'x

2% gin x

COSX COS2X...c082"x=

3° Pokazademo da je ona taéna i za n=k+1. Imamo

. k4l . .
sin2"' xcos2"'x  2sin2**'xcos2""'x  sin2*7x

cosx cos2x...cos2'x cos2 'x= Y

k+1 v . - .
2" sinx sin x 252 gin x

Visoko, 23.03.2013.godine
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